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о ДАВЛЕНИИ СВОБОДНОЙ плоеной . СТРУИ НА ПРЕПЯТСТВИЕ 
Автору приходилось неоднократно заниматься вопросом о давле'

вии струи на плоеное препятствие и об использовании в некоторых техни
ческих задачах водяных и воздушных струй, получаемых при помощи 

прямоугольных насадок. Среди задач имелись тание, для разрешениа 
ноторых требовалось знать наперед в явной аналитической форме рас
пределение давлений струи непосредственно вдоль плоеного препятствия 
в зависимости от ее параметров: ширины, расхода, сноростного напора 

и т. п . Вполне понятно, что гидравлическая теория не могла дать ответа 
на этот вопрос, гидродинамической же теории, дававшей выход в область 
указанных технических приложений, по сути дела не имелось. С точни 
зрения гидродинамической трантовни рассматриваемого вопроса пред
ставляют интерес известная монография Чизотти [11 и энспериментально
теоретичесная работа Шаха [2]. Однано в первой из этих работ не дано 
'Нинаких формул, которые могли бы быть непосредственно использованы 
в инженерной прантине и расчетах. Что же касается работы Шаха, то 
nримененный им для решеnия задачи годографический метод привел его 
н таним соотно_шениям, с помощью котdрых невозможно выразить явную 

зависимость скорости и давления струи вдоль препят'Ствия от параметров. 

струи" · ~ · 
В предлагаемой статье мы стремимся восполнить этот существенный" 

на наш взгляд, пробел в решении задачи 'о давлении плоеной струи на• 
препятствие. Опираясь на гидродинамическую теорию плоских струй" 
мы выводим формулы, в явной аналитической форме выражающие рас
пределение скоростей и давлений струи, в зависимости от ее параметров, 
непосредственно вдоль самого плоеного препятствия, и уl\азываем для 

кривых скоростей и давлений ненотор:Ые апронсимирующ'ие зависимости. 
которые содержат уже тольно параметры, вытека.ющие из сущности: 

задачи, и удобны для техничесних приложений. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Обычным средством для получения плоских струй служат прямо
угольные насадки. Однако не при всяком соотношении: сторон насадни 
практически возможно получить плоеную струю . Визуальные наблюдения 
над опытами по получению струй при помощи прямоугольных насадок 
с различным соотношением сторон, произведенными летом 1942 г . в одной 
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из 11абораториii: Ьlос1-.;овс1:-<ого университета, поназывают, что для полу

чения п:юскпх струй соотношеппе между длпнамп сторон насадRИ но 
должно быть меньше 1 : 3. П рп 
меньшем соотношении \резко 
нарушаются условия сущест

вования плосRого течения: рас

Т<шание струп по пластинн:е 

приобретает харюпер более осе
симметричесного течения, на

блюдаемого обычно в случае 
струи с нруглым поперечным 

сечением. 

Рис . 1 

Рис. 2 

На фотографнчесю1х сним-
1.;ах (рис. 1 и 2) п01•азапо рас
текание водяных струй, по
;]ученпых из насадRи с соот

ношенпем сторон 1 : 5, по стек-
люшой пластпнн:е для случаев 
прямого (уго;пнабегания а. 0 = 90°) 
и Rосого (угол пабеганпя а.0 =30°) 
давления. Леп<о видеть, что н 
::этн струп почтп на всем протя

а<ениu насад!-\u могут рассмат

риваться Rан плоскпе, т. е. на~< 

етруп, :которые, незавпсюю от 

угла паRлона плоскости препят

ствия к направлению набегаю
щей па него струи, будут об
ладать одппаRовыми геометрn

чесюrми п гидродивамичеСRП:1>11f 

характеристimами почти во всех 

плосностях, нормальных I-> дли-
не на садни . 

С;1едоватеш,но, nыбирая соответствующнм образом размеры прямо-
угольuоi'r насадЕш, мы всегда )1ОЖе)1 достпчь выполненпя условий, необ

"одпмых для существова

пия п:Iocнolr струи, н за
дачу о давленпп тar.;oii 
·струп на препятствие 

трю.;товать наR пJLосную 

задачу гидродппамuюr. 

При наличии этих усло
впlr задача о дав.пешш 

струп па неподвпжную 

nлоскую преграду, постав- с, 

ленную под накпм-либо 
углом а.0 н направлеппю 

струп на достаточно боль
шом расстоянпп от пре

грады, где не сназывается 

ее влияние на струю, бу
дет состоять, прежде все-

го, в аналитическом пост

роении плоского nевихре-
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вого установившегося потона несжимаемой идеальной л-шдности, схема
тичесни представленного на рис. 3, где С 1 С 2-плосная твердая преграда, 
Л. 1 , Л 2-свободные границы струи, О-нулевая нритичесная точна потона, 
в ноторой линия тона СО разветвляется на две: S1 и S2 • 

2. ПОСТРОЕНИЕ ПОТОRА 

Будем предполагать, что нулевая нритичесная точна О потона всегда 
находится :н нонечной части плосности. Поместим начало системы ноор
динат в этой точне и направим ось Ох параллельно снорости набегающей 
струи :в ее невозмущенной части, а ось Оу-вправо. Обозначим чере3' 
<р и ф потенциал скоростей и фуннцию тона рассматриваемого течения 
жид.кости, через v-с.корость в любой точне струи, v0-снорость струи 
при истечении из насадни. Примем на линии тока, упирающейся в кри
тичесную точку О и здесь разветвляющейся, ф=О. Пусть таю-не в этой 
точне <р = О. Тогда, как и3вестно, 

дrр дф 
v =- - =--
х дх ду' 

дrр дф 
Vy = - ду = + дх ' 

где Vx и Vy - номпоненты снорости v по осям Ох и Оу. Эти соотношения 
nоназывают, что ~:право от линии ф =О, при у> О пойдут струи ф <О, 
влево, при у< О · пойдут струи ф >О. Есл!J Q-расход, несомый всей 
струей, Q1 и Q2 - расходы струи по ту и другую сторону от линии тона 
ф =О, то на линии тона /,1 будем иметь ф = Qi> а на линии тона J., 2 

ф = Q2 • Потенциал скоростей ср будет изменяться в направлении течения 
от ер = + со до ер = - со. 

Примем физическую плосность потока за плоскость .компленсной 
переменной z = х + iy и обозначим через W =ер+ iф харантеристичес.кую 
фуннцию течения. Области потока в плосности (z) будет соответствовать 
в плосности (W) ПOJIOCa шириной Q = Q1 + Q2 с разрезом ВДОЛЬ отрица
тельной полуоси ер. Тогда функция 

il. ( il.) il. ( il) il.+ - ~+ - il- - ~+ -
w = Q1 ln 2 ~ + Q2 ln 2 ~ , 

.,,. il. + cos ci0 .,,. il. - cos ci0 
(1) 

где С= е + i'rj - но:вая номпленсная переменная, будет давать нонформное 
изображение потока в плосности (W) на внутренней части верхнего 
полукруга единичного радиуса плос1юсти (С), причем свободные границы 
струи буАут изображаться радиусами ( - 1, О) и ( + 1, О), твердые стенки 
S 1 и S 2 - дугами ( -1, С0 ) и ( + 1, С0 ), полуонружности (здесь Со= ei"'o ), 
и беснонечно удаленной точне плоскости (W) будет соответствовать 
в ПЛОСIЮСТИ (С) точна с= о. 

Введем затем функцию (!)(С)= i} (е, Т/) + i-c (е, '1/) по соотношению: 

-~dW =e-iw(I;) 
v0 dz · (2) 

Эта фуннция должна быть, нан известно, голоморфной внутри полукруга 
1 С J < 1, 'rj >О и действительной на действительном диаметре ( - 1, + 1); 
в силу принципа симметрии она должна быть голоморфной во всем 
круге 1С1 <1. Действительная часть ее Н, определяющая панлон линий 
тона на физичесной плос:кости течения, должна быть нонечной и непре
рывной во всех точнах верхней полуокружности, кроме точки С= С0 , 
где она должна иметь разрыв, равный 7t. Rоэфициент " при мнимой 
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части той же функции, определяя величину скорости 

(3) 

должен обращаться в отрицательную бесконечность в точке ~ = С0 , соот
ветствующей критической точке потока z =О. 

Всеми этими особенностями обладает функция 

('") + · 1 1; - 1;0 Ф -. = а:0 - те i n :1. _ 1;
0

1; ; (4} 

таким образом, согласно (2), имеем: 

1 dИТ 1;0 -1; 
- V0 dz = l;o (1 - l;ol;) · 

Отсюда находим: 

dz= _i_ • г;о (1 -1;01;) dW 
Vo t:o -1; · 

Диференцируя ( 1), получим: 

- - 2 (Q2 - Q1) + Q с г; + ~) ('" - ~) dt; 

dw - ~ [ 4 - ( г; + ~YJ " 1; г; , 

и, следовательно, 

1; (1 - l;ol;) [ 2 (Q2 - Q1) + Q ( г; + ~)] ( г; - ~) 
dz=-0 

• dC 
1'Vo г; (l;o -1;) [ 4 - с 1; + ~у J . 

Интегрируя вдоль любого пути в плоскости (С) от точни С= Со ( z =О) 
до какой-либо точки внутр-и полукруга 1 С/ < 1, 'У/> О, будем иметь: 

Z=~ ~ (1-1;01;) (1;-~) [ 2 (Q2 - Qi: +: (1;+~)] dC. 

1'Vo Со l;(l;o -1;) [ 4 - ( 1; + ~}] 
(5) 

Это соотношение устанавливает соответствие между точками потока 
на физичесной плосности ( z) и точнами полукруга 1 С 1<1, 'У/> О и по
зволяет по задаваемым в плоскости (С) точкам построить все линии тона. 

Вычисляя интеграл (5), получим выражение: · 

z - l;o (Q2 - Qi) ln 1;2 - 1 + !L ln i_ _ l;oQ ln (1 + /;) (1 - l;o) -
- 1'V0 1;& - 1 7<V0 /;0 1'V0 (1 -1;) (1+1;0 ) 

\ с 

- 7'~о [Q1 (1-С0) 2 + Q2 (1 + Со) 2 ] ~ 1; ~\0 • 

Со 

Для того, чтобы нулевая критическая точка О потон:а нахо.цилась 
в конечной части плосrюсти, необхо.цимо, чтобы 

(6) 

Тогца общее уравнение линии тона будет иметь вид: 

z - l;o (Q2 - Q1) ln 1;2 - 1 + !I.1n i_ _ l;oQ ln (1 + I;) (1 - l;o) (7) 
- 'l<V0 1;~ - :1. nv0 1;0 7<V0 (1 - t;) (1 + t:o) • 
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В случае прямого давления струи на прегралу (i0 =i, ~о =i) 
соотношение (6) приводит R равенству расходов по ту и другую сторону 
от средней линии тона: Q1 =Q2• В этом случае уравнение (7) линий 
тока принимает форму: 

Q [ l ~ · 1 (1. + ~)(1 - i) ] 
z = -кvо n ~о - i n (1 - ~) (1 + i) • (8) 

В общем случае (6) дает соотношение между расхолами Q1 и Q! 
и углом наклона струи и вместе с уравнением неразрывности Q = Q1 + Q2 
позволяет найти эти расхолы. ,Uействительно, подставляя в (6) значение 
t 0 = eiao, найдем: 

и, принимая в расчет уравнение неразрывности, получаем известные 

формулы гидравлики: 

/ 
(9) 

l(ля точек внутри . полукруга: 

C=rei" (O<r<1, 0<a.<7t) . . 
За.цавая а.0 , v 0 , Q и изменяя r и а. в указанных пре.целах, мы можем: 

определить соответственные значения расхо.цов Q1 и Q2 и по уравнению 
(7) поетроитъ все линии тока. 

Нетрудно найти уравнения граничных линий тона Л. 1 и Л.2 • ,JJ;ля ли
нии ТОI<а Л. 1 имеем: 

C= rei1'= -r, 0-<:r<;; 1. 

Подставляя это значение в (7) и разделяя действительную и мнимую 
части, най.цем параметрические уравнения линии тона Л.1 : 

х 1 l cos а0 [ l ( 1 2 ) l 1 + r ] - =а1 +- nr--- cos а0 n -r - n --
lJ " '(', il - r ' 

у Ь sin а0 [ l ( 1 2 ) l 1 + r J 
5 = 1 - -1<- cos а0 n - r - n 1 - . r , 

где а1 и Ь1 -постоянные, опрецеляемые равенствами: 

а1 = -~ sin а0 ( 1-cos а0 ) - со: 110 
( а.0 sin а0 + ln tg ~ - cos а0 ln 2 sin а0 ) , 

ь 1 1 sin а ( . а ) 
1 = + 2 cos а0 ( 1-cos а0 ) - ~ а0 s1n а0 + ln tg <}- cos а0 ln 2 sin а0 , 

• • 
а а -ширина струи на выходе из насацни, определяемая соотношением: 

Для линии тона /, 2 имеем: 
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ее уравнения будут иметь вид: 

х 1 СО<; а [ 1 + r ] ~ = a2 + - lnг---0 coso:0 ln(1-1·2)+ln-.- , 
" "' .,.. " - r 

у sin а [ 1 + r ] -;;- = Ь2 - --
0 cos 0: 0 111 ( 1- 1·

2
) + ln -. - , 

о .,.. "-r 

( 10') 

где 

а2 = а1 и Ь2 = Ь1 -1. 

В случае прямого давления струи уравнения линий тока будут: 

х о 1 , = - , 5 + - ln г, 
о 'lt 

у с 1 1+r) .-= - 0,5+ - ln-
o "" 1 ~ r 

3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТЕЙ И ДАВЛЕНИЙ 

В точка полунруrа /С / < 1, 'IJ >О имеем: 

С = rei". 

Подставляя это значение t в функцию (J) (С) = & + i't, определяемую 
соотношением (4), и в уравнение (7) и отделяя в них действительную 
п мнимую части, мы можем найти направление п величину скорости 
в любой точке струи. Направление скорости дается значением действи
тельной части {). функции (J) (С), в_еличина же снорости будет определяться 
через 't при помощи соотношения (3). 

Наибольший интерес представляет занон распрелеления скоростей 
непосредственно вдоль самого препятствия. 

Для точек, расположенных на препятствии, 

' C=ei", 0-<о:<т.:. 

Подставляя это значение в (4), найдем ~для ноэфицпента при :мнимой 
части выражение: 

1 
. а - а0 1 
sш -2-

't= ln . 
. а+а0 

Slll -
2

-

Следовательно, по (3) получаем: 
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. а - а0 1 
sш-2-

V=V0 • 
. а+а0 
sш -2-

В случае прямого давления струи будем иметь: 

[ COS а 1 
v = Vo 1 + sin а· 

(11) 

(12) 

(13) 



Пусть l - расстояние от критичесной точни до той точни препятствия ,. 
в :которой определяется снорость. Очевидно, что 

х = l cos а.0 , у = l sin С/.0 • 

С другой стороны, подставляя в формулу (7) значение ~ = eio. и отдеш~я . 
IJ;ействительную и мнимую части, найдем: 

где 

[ 
'1] о . · sin а tg -2 

l 1 = - ( ct - а. 0 ) SШ а. 0 - cos 11 0 ln - .- -t- ln -- . 
~ Sln а0 to- .':о 

о 2 

Сравнивая, получаем: 

l !1. [ • sin а , tg ; ] 
-,: = - (а - а.0) sш а.0 - cos а.0 ln -, .- / ln -- . 
u ~ ::;1n ао t ао 

. g2 
( 14) · 

По формуЛ:ам (12) и (14) можно построить нривые респределения 
сноростей вдоль препятствия для различных углов нанлона а.0 препят

, ствия к направлению струи. 

Найдем распределение давлений струи по препятствию. В н:акои
либо точке препятствия динамическое давление будет равно: 

!1. 2 ( v
2

) р = 2 PoVo 1 - vб ' 

где р0 - плотность жидности. Подставляя сюда значение снорости v0 .• 

из (12), найдем: 
1 2 2 sin а sin а0 

р = 2PoVo . а -cos(a + а0 ) (15) 

В случае прямого давления струи на препятствие: 

([ 2 2 sin а 
PI v =-2 Ро 'о• ---([ + sin а' 

(16) 

( 14') . 

. 
Полагая в формуле ( 15) а= tx

0
, найдем давление струи в нулевой нри

тичесной точне. В этой точне давление будет мансимальным, равным 
величине снороствого напора струи . в выходном сечении на садни. Обо
значая его через р0 , будем иметь: 

!1. 2 
Ро = 2 PoVo. 

Относя в формулах ( 15) и ( 16) давление н сноростному напору р0 , 
мы можем представить эти формулы в виде: 

р 2 sina sina0 ( 15') 
Ро !1. - cos (а+ а0 ) ' 
р' 2 sin а 

( 16') 
Ро :1. + sin а . 
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Эти формулы, вместе с (14) и (14'), позволяют построить кривые дав· 
лениИ: для различных углов а.0 • 

Для определения суммарного динамического давления струи на 
препптствие имеем: 

Py-iPx= - ~ pdz= ~ p 0v~ ~ ( 1-~) dz, 
(S) (S) 

где S = S1 + S 2 • Подставляя сюда значение v из (12) и 

~о Q (1-~0 ~) ( ~ + f - 2 cos ri0 ) ( ~ - f) di; 

dz = r ( 1 )2J 
" VоЦ~о-~) L 4- ~+~ 

и переходя к интегрированию в шюскости (~) вдоль полуо1<ружпости, 
для точек которой С= ei~ (О< а.<: 7t), получим: 

.,. 
Ру - iP х = - Ро Qvo'fCsin rio eio.o ~ da. = - Ро Qvo eio.o sin а.о. 

о 

Отсюда получаем известные формулы гидравлики для определения 
нормального давления: 

и параллельного давления: 

р х = Ро Qvo sin2 a.o. 

Из предыдущей формулы видно, что нормальuое давлепис струп 
па препятствие убывает с уменьшением угла наклона препятствия 
к струе пропорциональпо синусу этого угла. 

Формулы ( 12) и ( 13) для распределения скоростей и ( 15) и ( 16), 
и.:ш эквивалентные им (15') п (16'), для распределении давлений струи 
вдоль препятствии имеют тот педостатон, что они содержат параметр а. 

вспомогательной плоскости комплексной переменной ~. который отнюдь 
нс вытенает из физичесно.й: сущности задачи, а явлRется следствием 
метода, переменного для ее решения. Исключепие этого параметра 
из указанных формул и формул (14) и (14') приводит к соотношениям, 

l 
функции ""f • Даже из которых невозможно выразить ~ и .!!... как явпые 

Vo Ро 

в простейшем случае прямого 

о = J7 и t будет uметь впд: 
давления струи зависимость между 

~ =~ (arcsin ,-a-+ln 2-a-2V~ -~) 
о .,. :!-а а 2 ' 

из которой пельзя выразить о= Е:. ка1< фу1шцию -1:. . Это обстоятель-
Ро о 

ство делает невозможным непосредственное использование этих формул 
в тех техничесних задачах, в которых должно быть наперед задано 
распределение сноростей или давлений вдоль препятствия в зависи
мости от параметров потока в физической плоскости течения. Поэтому 
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1:1ажно дать для распределения скоростей и ,цавлений струи на препят
ствие формулы, свободные от этого недостатка. 

Весьма простые апроксимирующие зависимости для теоретических 
нривых распределения скоростей и давлений можно указать для случая 
прямого давления струи на препятствие. Естественно ввести для этого 

-случая параметр f , где у- расстояние, отсчитываемое вдоль препят

>етвия в ту и другую сторону от критической точки о' а а - ширина 
-струи в выходном сечении насадки. Тогда для всего J'!НТервала 

у 

-оо~т<;+оо 

:можно принять за апрокс:амирующую функцию распре.целения ,цавле
ний зависимость 

р-~ - ' 
ch2 JL 

~ . 

(17) 

причем, как нетрудно показать, суммарное давление струи на препят

ствие сохраняет то же значение, что и при теоретическом распределе

,нии цавлений вцоль препятствия. Действительно, имеем: 

+оо +оо 

Р = ~ р dy = р0 8 ~ 
-оо -оо 

или, подставляя значение р0 и вводя расход Q, 

Р =Ро Qvo. 

Для кривой распределения скоростей будем, очевидно, иметь: 

V=V th !Jd 
о ~ 

(18) 

Ниже (рис. 4) поназаны теоретичесние нривые распределения ско
ростей и давлений, построенные по формулам ( 13) и ( 16'), и пункти -
ром - апроксимирующие кривые, соответствующае формулам ( 17) и ( 18). 

От1шонение последних от теоретических кривых составляет сравни
тельно небольшую величину. Существенно, однако, заметить, что опыт
ная кривая распределения давлений, приведенная в цитированной выше 
работе Шаха, располагается неснолько ниже теоретической кривой, 
отклоняясь от последней в ту же сторону и приблизительно на ту же 
величину, что и наша апроксимирующая кривая. Другими словами, 
наша апронсимирующая кривая · распределения давлений подходит 
к опытной кривой более близко, чем теоретическая .кривая, давая такие 
отклонения от опытной, которые почти всюду не выхолят за пределы 
точности опыта. Наоборот, апроксимирующая функция распределения 
скоростей дает несколько завышенные, сравнительно с опытом, значе
ния скоростей. 

Нетрудно, впрочем, заметить, что цавление струи на препятствие 
имеет главное значение в интервале: 

11 



Для этого интервала можно уназать еще более простые апронсими
рующие фуннции для нривых распределения сноростей и давлений. 
Для занона распределе.ния давлений струи в уназанном интервале· 
можно принять~ 

у 

р= p 0 cos--a, ( 17') 

причем суммарное давление струи на препятствие опять-таки будет· 
1вютъ значение, соответствующее теоретичесному распре.целению давле-

1 
и р 

Ио Ро . .) 

l,O J-~::::::-1-11--,--1-г::::::-Т=~~~=l-=--i - -- т--г 
0,Bl--t--+~"*"----+---!-=--:::"71-"'---+---t--+---i--t---1 

0,21--.!~-+--+-+---!--t-~d-t--+----"-i--t---1 

~_J__j__J__L_J__~__I::::::t:::-=-1~~~ 
О 0,2 0,4 О.б 0,8 1,0 1,2 1,4 1,б 1,8 2,0 2,2 d 

Рис. 4 

ний (16'), что следует из вычисления интеграла: 

+::... +::... 
2 2 

\ \' ry ( У ) Р = ~ pdy = р0 а J cos 0 d 1" = р0 Q1J0 , 

.,,, .,,, 
2 

если ввести значения р0 и Q. 
В этом случае распределение сноростей будет определяться формулой : · 

(18') 

На том же чертеже (рис. 4) нанесены и эти нривые . Они от~шо
няются от теоретичесних нривых (13) и (16') приблизительно на ту же 
величину в сторону, противоположную нривым, даваемым формулами 
( 17) и ( 18). По отношению н опытной нривой распределения давлений 
апронсимирующая нривая ( 17') дает отнлонение, приблизительно в два 
раза большее сравнительно с теоретичесной нривой; что же насается. 
апронсимирующей нривой распределения сноростей (18'), то она дает 
очень хорошее совпадение с опытной. 

Из СI1азанного сле.цует, что теоретичесние нривые распределения. 
сноростей и давлений плоеной струи вдоль препятствия могут быть 
представлены с точностью , лежащей в пределах точности наблюдений,. 
фующиями в виде полусумм соответствующих формул ( 17) - ( 17') и 
(18)- (18'). Но нужно выбрать должным образом, r ан уназано выше,.. 

пределы изменения ~ для наждой из фуннций, входящих в эти полу-
о 

суммы. Вполне понятно, что суммарное давление струи на препятствие-
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1З этом случае будет · иметь то значение, Боторое соответствует теорети
чесному распределению давлений. 

Нельзя, к сожалению, указать стоJ1ь же простые апроксимирующие 
.офуннции для случая Босого давления струи на препятс1вие, если угол 
нанлона а; 0 препятствия к направлению струи произволен. 

Мы рассмотрим случай, ногда этот угол незначительно отличается 
()Т 90°. Положив в этом случае: 

, 

где Л -угол, на который отклоняется препятствие от своего положения, 

-с.Gответствующего прямому давлению струи, мы можем формулу ( 15') 
представить в впде: 

{)бозначая через 

р 2 sin а cos Л 
Ро = !1. - sin(Л-a) · 

f (/-) _ 2 sin а cos Л 
-1-sin(i.-a)' 

разложпм 'Jту функцию в ряд по степеням Л: 

t (Л) = t (О)+), (ft );. =о+~ л2 ( ~~\=0 + · · · 

Ограничиваясь линейной частью раз;южения, будем иметь: 

/(Л)=!!..= 2si~a +I, 2sina_cos.a • 
Ро !1.+sша (1+sша)" 

С другой стороны, для небольших значений ), мы можем считать, 

-что параметр а; (О< а;< 7t) связан с расстоянпем ~ (- оо < ~ < + оо) , 
отсчитываемым от точни О препятствия , соотпошенпем: 

2 sin а . 1 
1 + sin а -- h2 у ' 

с т 

, 

ьан и для случая прямого давления струи на препятствие. Подставляя 
в предыдущую формулу, получим: 

.!!_ = 
1 +Ath ~ 

о 

Ро ch2 1L ' 
(; 

(19) 

Ниже (рис. 5) даны нривые ~ = f ( f), рассчитанные по форму
.Jiе (19) для углов а0 = 75°, 80° и 85° (соответствующие значения Л = 0,262; 
{),174 и 0,087 радиана), и нанесены для тех же значений а;0 теоретические 
.кривые (сплошные), построенные по формулам (14) и (15'). Из сравне
ния легко видеть, что для рассматриваемых значений а; 0 соответственные 
нривые дают хорошее совпадение для всех значений } >О ( а;0 < а; < 1t); 

~ля значений ~ < О можно говорить о хорошем совпадении лишь в том 
о 

•смысле, что суммарное давление струи, приходящееся на часть S 2 пре-

13 



пятствпя, вычисленное по приближенной формуле ( 19), незначительно
отличается от суммарного давления, приходящегося на ту же часть пре

пятствия и отвечающего теоретичесному распределению давлений. 
Действительно, вычисляя суммарное давление Р2 струи на <i'2" 

соответствующее формуле ( 19), получим: 

о 1 + лth .1. 
Р 2 = Ро \ а dy = Ро 0 

) h2 у 
-ос с а 

---
-2,0 -1,0 

"' / 
/ 

/ 
/ 

/ 

--
-2,0 -1,0 

р 

Ро 

о 

р 

р;, 

о 

р 

Ро 

..., 

1,0 

" .... 
' " '-> 

1,0 

".= 75° 

---~ .- t 
2,0 J; 

а 0=во
0 

.L 
2,0 8 

«0 =85° 

===~:::::==--_._~~~J.._~~-:-:--~~__::;;,~~-; 
о 1,0 2,0 

-2,0 -r,o 

Рио. 5 

или, вводя значение р0 и Q, 

Р 2 = ~ p0Qv0 ( 1-{ Л) . 
Следуя же теоретичесному распределению давлений, найдем: 

"О 

Ру - iP х = - ~ р dz = - Ро Qvo"sin ао eiao ~ da = - а~ ei"opoQVo sin c:to ~ 
(S2) ~ 

откуда 

или, вводя л, 

Р; = ( f- ~ ) Ро Qv0 COS Л. 
14 



ТоFда, очевидно, бу.и;ем иметь 

Р2 -Р; =_!_ ( 1-.!_1.) - (~- ~) cosi, . 
p0Qv0 2 2 2 ~ 

Для а.0 = 75°, 80° и 85° это отношение будет соответственно равно · 
0,032; 0,012 и 0,008, т. е. от1шонение Р2 от Р~ будет составлять 3,2%, 
1,2% и 0,8% от максимального возможного давления струи. 

Следует заметить, что приближенная формула ( 19) дает для всего 
суммарного давления струи на препятствие несколько преувеличенное · 

значение сравнительно с теоретичесним, а именно: 

тогда как теоретическое значение суммарного давления 

P = p0Qv0 cosЛ, 
и, следовательно, 

P(s) - Р 1 Q = -cos л. 
Ро Vo 

Для углов а.0 =75° , 80° и 85° разность указанных давлений будет 
составлять соответственно 3,4%, 1,5% и 0,4% от максимального воз
можного давления струи. Это указывает, между прочим, насколько кри
вая, даваемая формулой (19), хорошо приближается н теоретической 

нривой в той ее части, ноторой соответствует 4 >0. 
о 

Очевидно, для кривой распределения сноростей будем иметь прибли·· 
женную формулу: 

Vsh2 J!.... _ л tьlL 
v о о - = -------- 1 
Vo ch .]!_ 

о 

Рассматривая кривые распределения давлений вдоль препятствия, 
нельзя не обратить внимания на то обстоятельство, что области относи
тельно больших давлений струи на препятствие незначительны . Ниже 
мы уназываем расстояния l от нулевой нритической точни, выражен:Ные 
в долях ширины насадки, для которых давление струи на препятствие · 

составляет менее 3% от скоростного напора в выходном сечении насад«v. 

l 
"Т -0,34 2,84 -0,82 2,77 -~ , 30 2,88 -f.,64 2,48 -2,24 2,24 

р 

0,02 0, 02 0,00 0,03 0,02 0, 02 0,02 0,03 0,02 0,02 
Ро 

v 
0,99 0, 99 - i,oo 0, 99 i,oo 0,99 0, 99 0, 99 0,99 0,99 

Vo 



Это обстоятельство существешю, прежде всего, в вопросе выбора 
·оптро11ьноii поверхности в растеr,ающпхся частях струн при постановке 
онытов по определению давлешш струи на препятствие. Сопоставляя 
<Jксперпментальные данные различпых авторов по определению давления 

<:труп, нетрудно обнаружить в ux опытах фант зависимости: величины 
давления от отношения шrощадrr поперечной струи н площади препят
ствия. 

Для многих авторов, обсуждавших данный вопрос, этот фант дал 
uовод считать неправильной формулу для определения струи на плоскую 
преграду, предложенную академиком Петербургсноii: Анадемпи нау1-\ 
Даншшом Бернушш [3]. Отсюда-неоднократпые в истории данного 
лопроса попытки опровергнуть формулу Д . Бернулли и дать взамен 
ее другпе, с одной стороны, п с другой стороны, большое 1-<оличество 
::н..;спсрIL1\1еJ:1тальных работ, uмеющпх целью, наряду с рсшеrшем практп
ческпх вопросов, проверить справедливость этоu формулы. 

В деii ствпте;rrьностu де;~о нс в формуле Д . Бернулли, а в том, что 
авторы, проводившие э1.;сперпмсптальные работы, пе имели возможностu, 
за отсутствпем теоретичесних данных о распределе1ши давленнй вдо;~ь 
препятствия, выбрать в свопх опытах ь:оптрольпую поверхность в расте-
1..;ающейс11 части струи соответствеuно углу наrшопа струи к препятствию 
(прантuчесrш-точкп, в которых должпо быть измерено давление) и вслед
ствпе этого устаповпть правильное соотношение между площадью попереч-

110го сечения струп п площадью препятствия . Это, наряду с другими 
ошпбr..;амп, приводило к uеправш1ыюii оценне результатов опытов и нажу
щемуся противоречшо с формулой Д. Берну;~лп. Из приведенной выше 
таблицы впдuо, что в случае прямого давления струи контрольную поверх
ность с;~едует брать па расстояшш l > 2 ,24 8 от нулевой нрптическоii. 
точкп. 

Третья стрщ;а той же таб.шщы дает возможность судить о том, нас1,олы-;о 
быстро выравнпваются скорости струп при растекании ее по препятствию. 

J ы в1щпм, папример, что в с ;аучае прямого давлепин снорость струн 

вдоль препятствия выравннвается ua расстоянпп пемuогнм более двойноii 
шнрuпы струп в выходном ссченнп пасадки. Этот вывод хорошо подтвер
ждается п~1еющимися опытными данпымн нак для водяпых, тан и для 

воздушных струй [ 4]. Одuано бы;ю бы пеправильпо па основании этого 
счптать незnачптельnымп фактпчсс1,не потери, uмеющпе место в струе 
прп набегании ее на препятствие и растенаншr по нему, на~-.: это прнш· -
мается мпогшш исследователямu [5] . Еще Вейсбах пon:aзaJI, что ДJIЯ 
с:~учая водяноi[ струп с :круглым поперечпым сечением снорость оттеr..;аю

щих частиц па расстоянии R = 10 r от нулевой нритичесной: точки, где 
'·-радпус струи, меньше сноростп притекающих приблизительно на 15% 
[6 \. Это лротпворечие объясняется тем, что многие авторы, :кладя в основу 
своих выводов уравнепие Берну;rшr, определяли живую силу прите1,аю
щеii струп по средней скорости в подводящем трубопроводе п не вводили 
в расс:)ютрение норрентив, учптывающий: перавномерпость скоростного 
поля. :\Iежду тем, пзбытон жпвоii сплы вытекающей струи, обязанный 
своим происхождением неравномерности поля скоросте1r и нс учитывае
мый этими авторамп, состав яет, по многочисленным опытам для устано

вившегося турбулептного режима, величину приблизительно такого же 
порлдна-10-15 %. Следовательпо, потери па поворот струи встречным 
препятствпем компенсировались в опытах и расчетах неучитываемой 
частью кинетичесной энергии вытенающей струи, п это давало повод 
считать потери настоль но малыми, что ими можно было пренебречь . 

Эти соображения в равной мере прпменимы и I-\ случаю плоеной струп 7 
--- 16 

1 



,... 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАИВЫl,ОДНЕЙШЕГО РАССТОЯ:НИ'Л НАСАДКИ 
ОТ ПРЕПЯ:ТСТВИЯ: 

Рассмотрим, нанонец, вопрос об определении расстояния, на которое 
должна быть удалена насадка от препятствия, чтобы давление струи на 
препятствие имело при данном угле а.0 максимю1ьное значение. Это рас
стояние мы будем называть наивыгоднейшим. 

Практическая ва~ность решеnия вопроса о наивыгоднейшем расстоя
нии выте1{ает из того общеизвестного факта, что давление струи на пре
пятствие зависит, кан: показывают многочисленные опыты, не только 

от угла наклона препятствия :к направ ению струи, но в значительной 
мере и от расстояния препятствия от устья насадки. При расстояниях, 
меньших или больших наивыгоднейшего, происходит заметное падение 
давлоnия: в первом случае-за счет подпора в струе, создаваемого встреч

ным препятствием, во втором-за счет потерь на турбулизацию струи. 
Несмотря на это, вопрос об определении наивыгоднейшего расстояния 
до сих пор не был решен нn для плоской, ни для цилипдрической струи. 
В настоящей статье мы даем решение этого вопроса для случая плоской 
струп при наличии тех предположений, которые были нами сформули
роваnы при общей постановке задачи о давлении струи на репятствие. 

r Будем определять наивыгоднейшее расстояние насадни до препят-
ствия длIIIIoй отрезка 00' перпендикуляра, опущенного из нулевой нрити
чесноii точ1ш потона О, параллельно скорости набегающей струи на бес
нонсчности, на прямую NN, пересенающую струю в том месте, где рас
стояние между точнами N 1 и N 2 , лежащими на границах ), 1 и Л. 2 струи, 
будет не больше ширины насадки о в ее выходном сечении (рис . 3). 

Для определения этого расстояния мы воспользуемся уравнениями ( 10) 
11 (10') линий тока i,1 и ),2 • С этой целью припишем ноординатам х 
и у точен, лежащих на этих линиях то1<а, соответственно индексы 1 Ь 2, 

и составим по уравнениям ( 10) и ( 10') разность ~1 - ~. Будем иметь: 
о о 

(20) 

(O <r< 1). 

Эта разность для струи в выходном сечении насад1ш должна рав
няться. единице; затем, по мере удаJшния от устья насадки в направле

нии течения, она должна возрастать вследствие расширения струи от 

.встречи ее с препятствием. 

Нетрудно видеть, что, если 

Y1_'!f::.=1 
о о ' 

'l'O это возможно, при а.0 =!= О, . тольно для " = О, т. е. при z =О, чему 
в физичссной плоскости течения соответствует бесконечно удаленная 
точка потока. Другими словами, влияние встречного препятствия на 
набегающую на него струю, выражающееся в ее расширении, теорети
чес1ш будет сназываться вдоль всей струи - от точен встречи ее с пре
пятствием до ее бесконечно удаленных частей. 

Однано практпчесни это влияние уже на небольшом удалении от 
препятствия становится настольно маJ1ым, что мы можем им пренебречь. 

Действительно. пусть 
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где v - малая положительная величина, харантеризующая отнлонение 

ширины струи на ненотором расстоянии от препятствия от ширины о 
струи в выходном сечении насадни. Подставляя это значение разности 
в формулу (20), получим: 

QTRyдa 

2 sin а 0 l 1 + r 
v= 7t n1-r ' 

'l'/t -1 
_e12sin~o - ь (~) r- - t . 

'1~ + ·1 4 SШ IZ0 
е 2 sш ~о 

1 
Д::ш этого зваченnя " находим из уравнений (10) и (10') соответственные 
звачеFrия х! n x,i : 

о о 

х, 1 l h ( v7t ) cos
2 а:о l [ 1 h2 ( '17t ) J 'l -=а+ - nt . - -- n -t -.- + - vctgr:r. 

о 1 
1t 4. SIП IZo 7t 4 SlП IZo 2 о' 

х2 'l • ( v7t ) cos
2 а: 0 [ 2 ( V7t ) J 1 -= а + - lnth . - -- ln 1-th - .- - - vctgr:r. 

о 2 7t 4 SIП IZo 7t 4 Sln IZo 2 о' 

(21) 

причем, нан уназывалось прежде, а,= а2 • 

Эти соотношения определяют на линиях тока Л.1 и Л 2 такие точки. 
что если через них провести пересе1-<ающие струю прямые, перпендику

лярные скорости набегающей струи на беснонечности_, то ширина струи 
в полученных тат.;им образом сечениях будет отличаться от ширины 
струи в выходном сечении насаднп на наперед заданную величину v. 
Тан нан начало осей ноординат О находится в нулевой нритичесной 
точке и ось Ох направлена по потону параллеJiьно скорости набегающей 
струи в ее невозмущенной части, то расстояние 1шждого из указанных 
сечений струи от нулевой критической точки будет определять положе
ние выходного сечения насадни по отношению к препятствию и его рас-

И v 
1 Х1 1 1 х., 1 

стояние от последнего. з этих двух расстоянин Т и f ', определяе-
мых соответственно тому, следуем ли мы при их вычислении вдоль линии 

тока i, 1 или вдоль линии тона Л. 2 , за наи:выгодне:Пшее должно быть 

взято наименьшее из них, а именно, 1 х! 1 . 
о 

Легко, однано, поназать, что при малых значениях v различие 
в этих расстояниях совершенно несущественно для угJiов ианлона r:r.

0
, 

лежащих в довольно широких пределах. 

Действительно, из формул (21) следует, что 

(22) 

Если наивыгоднейшее расстояние мы будем определять из условия, 
что v = 0,01, т. е. считать за наивыгоднейшее то расстояние, на ното
ром ширина струи отличается от ширины насаднп 13 всего лишь на 1%. 

то, нак это следует из (22), i будет отличаться от i на 1% для всех 
углов r:r. 0 , лежащих ъ пределах: 

35° -< r:r. 0 < 90°. 

~8 

/ 



Для этnх углов сх0 --напвыгоднейшее расстошше на садни до препятствия -
:мы може:11 определять с точностью до 106 по упрощенной формуле 

1 х1=с,1 а1 + ~ ln th ( ~) 1 · 
7t '• Sll1 а 0 

Прп сх. 0 < 35° наивыгоднейшее расстояние следует находить по пер
вой формуле (21). Вычисления по этой формуле при v = 0,01 дают ДJШ 
наивыгоднейшего расстояюш, в зависимости от сх. 0 , следующие значе

ния: 

сх.о = 300; 45"; 60°; 75°; 90°; 

1,43; 1, 73; 1,99; 2,05. 

При сх.0 =О все предыдущие формулы теряют смысл , что объясняется 
невыполнением одного из основных условий построения потона: требо
вания, чтобы его нулевая нритичесная точна находилась в конечной 
части плосности течения. Но в этом случае картина течения совершенно 
очевидна: липии тона будут прямые, параллельные плосности препят
ствия, а ширина струи всюду равна ширnне насадки в ее выходном 

сечении. 

Для того чтобы внести в задачу о наивыгоднейшем расстоянии 
полную определенность, необходимо еще уназать способ нахождения 
нулевой нритичес«ой точки пото1~а, с положением ноторой на препятстви~ 
связано определение наивыгоднеишего расстояния. 

Следует иметь в впду, что при финсированном, неизменном поло
жении насадни в плоскости течения нулевая нритичесная точка 

будет перемещаться вдоль препятствия с изменением угла наклопа 
последнего н направлению скорости набегающей струи. С уменьшением 
угла сх. 0 нулевая нри'Гичесная точка будет смещаться относительно непо
движной насадтш в сторону меньших расходов струи, т. е. влево от линии 
тона Ф=О. 

т'ан нан нулевая нритичесная точка потона есть точна на препят
ствии, в которую упирается нулевая лпнnя тока, то для ее нахождения 

следует воспользоваться общим уравнеш~ем лпш11r тона (7). 
ПодстаВJIЯЯ в это уравнение 

п разделяя в пем действитель.ную п мнимую части, найдем коордппаты 
х и у нулевой ;~шнии тона. Формулы для определения х и у нетрудно 
вычислить. Не прпводя этих вычuсленпй, мы ограничимся указанием, 
что они будут пметь вид: 

если принять во внимание уравнение (9) и формулу расхода Q u v0 a. 
Задавая сх0 и строя по этпм формулам нулевую линию тона, мы наnдем 
на препятствии положение нуJ1евой нритической точки, а следовательно, 
и наивыгоднейшее .расстояние насадки от препятствия. 

Поступила в реданцию 
9.3 .1950 г. 

Кафедра 
теоретичесной ~1еханини 
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