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А . С. ПРЕДВОДИТЕЛЕВ 

ТЕОРЕМА RЛАУЗИУСА О СРЕДНЕМ ЭРГАЛЕ И УСТОЙЧИВЫЕ 
СТАТИСТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 

ВВЕДЕНИЕ 

1. Состояние статистичесной системы, составленной из п материаль
ных точен, определяется в наждый данный момент значениями ноор-· 
диват и Иl\шульсов. Будем обозначать ноординаты символом qi, а им
пульсы - символом Pi· Нинетичесная энергия системы, нан известно, 
есть однороднап фувнция второй степени от скоростей элементов, со
ставляющих статистичесную систему. Таним образом, можно написать 
следующее тождество: 

2Т = ~ d~ · qi = ~ p;qi = ~ Aiq~. (1) 
dqi 

Нинто не мешает вам рассматривать правую часть этого равенства 
нан :нвадрат производной от траентории в неэвнлидовом пространстве п 
:изиерений, т. е. написать равенство: 

(1а) 

Отсюда для элемента длины в п-мерном пространстве будем иметь 
D ыражение: 

( 1в) 

С этих позиций состояние статистпчесной системы опредытется 
видом траентории движения системы в п-морном пространстве. 

Движение статистичесной системы будет устойчивым, если унлонеют 
ноордипат п импульсов, вызванные возмущениями, будут ограничены 
в своих значениях. 

2. Будем обозначать унлонения 9т невозмущенных ноординат 

через Xi, а СRОрОСТИ ЭТИХ возмущений через Xi. В ЭТОМ случае ЮJНеТИ
ческая :энергия: возмущенного состояния выразится тан: 

(2) 

Если силы, действующие на материальные точки системы , лмеют 
силовую фуннцию, то в возмущенном состоянии системы эту фушщию 
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можно представить так: 

И=f(s,xJ. (3) 

Действие по Гамильтону- Я:ноби, применительно к данному случаю, 
мы :можем записать так: 

s 

V = ~ ds V 2 (! + Е + г) ( 1 + ~ В i ( :: ) 

2

] (4) 
So 

Здесь через Е + з обозuачена полная энергия системы в возмущенном: 
состоянии. Из уназанпого обозначения явствует, что Е есть полная 
.энергия невозмущенного движения, а г есть прибавка к ней, появив
шаяся вследствие возмущения. 

dx· 3. Будем считать, что величины xi , ds' и г настолько малы, что 

можно ограничпться их степенями не выше второй. В этом случае дей
ствие, выраженное формулой (4), можно преобразовать к следующему 
виду путем разложения подинтегрального ноличества в строку Teiiлopa: 

oV =8 ~ d't [] ~ (~~'У- ] o;ii ~~ - ] aiiuiui+] Е~ 1 иi J = 
о 

':: 

=о ~ d't [ Т - F + ] з~iui] 
о 

.Здесь введены обозначения: , 
s ) 

. 't = ~ J/ 2 (! + Е) · ds t 
. s1 

1 ui = xi if 2Bi (! + Е). J 

·ноличества (1.ii' CJ.u н ~i опредо:шются с.:тедующnми выражениями: 

д [ ~ д V 2 (! + Е) J J 
дх; V 2В' (! + Е) --ах_;__ 1 

а ii = - - -= ... ,r'г-:..=1 в=-,-=(f=='+-'=E=)=-·-"-Y-r=2=(f=+=E=-) - l 
1 а2 у 2 (! + Е) r 

au= -y2Bi(l+E) y2Bi(l+E). ax,axi j 
1 а 1 \ 

~i = у 2 (!+Е) J(2вi (f +E) • дхi у2 (f +E) · J 

( 4а) 

(4Ь) 

( 4с) 

Вариация в вы ражеrши ( 4а) взята для того, чтобы не писать членов, 
исчезающих при варьпровапии. 

Подробности изложенных преобразований можно найти в монографии 
Н. Е. JI{уковСiюго «0 прочности движения», а также в нашей статье 
«Об одном видопзменении дпференциальпых уравнений Н. Е. Ж'уков
·сного для возмущенных двпжений статистических систем». 

1. ()СТАЦИОНАРНЫХ С~'СТОЙЧИВЫХ) СТАТИСТИЧЕСЮIХ СИСТЕМАХ 

1. Во всех теоремах динамшш спстемы матерпаJiьных точен, в ноторых 
постулируется существование потенциала сил, как-то в уравпенип живых 

сил, пачало папменьшого дсйствпя, начале Гамильтона, <Этот потенциал 
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считается неизменной функцией одних только ноординат точек во все 
.время движения системы . 

Но если потенциал сил, определенный таким образом, довольно совер
шенно выражает занон зависимости взаимных сил от онончательных поло

.жений движущихся точен, то это совершенно не будет иметь места в случае, 
ногда мы захотпм знать, кан взаимодействуют точни нашей системы: 
с точками, ей не припадлежащими . Другими словами, данное определение 
потенциала сил не может решить задачи о нахождении действия внешних 
сил. Внешние с1шы пзмепяются не только от изменения положения мате
риальных точен рассматриваемой системы, но и от движения внешних 

тел . ДJIЯ того чтобы учесть действие внутренних и внешних сил, I\лаузиус 
предложил считать потенциал статистичес1-\Ой системы И зависящим 
()Т ноордппат материальных точен и от ряда параметров ci, ноторые остают
ся неизменными, пона не варьируется состояние статистичесной системы. 
Таное обобщенное понимание потенциала сил позвоJrяет расширить нласс 
статистичесних систем и внлючпть в них тепловые системы . 

2 . I\ан мы видели выше, веяное движение статистической системы 
.можно харантеризовать следующими ноличествами: 

F = ~ auи;uj + f ~ aiiиI 

причем, если нвадратичная форма F положительна, то движение статисти
чесной си стемы устойчиво (теорема Н. Е. Жуновского). 

В силу того обстоятельства, что потенциаJI сил И зависит от ряда 
параметров С;, количества F п Т танже будут зависеть от этих параметров. 
При неизменном их значении устойчивая статистичесная систе~а, ставшая 
на каной-Jiибо путь, будет дJrителыrо совершать свое движение согласно 
законам механпнп . 

Перевести систему пз одного устойчивого состояния в другое-это 
значит изменить значения параметров с;. 

3. Обозначим через L выражение T-F +Ее ~i и;. 
Тогда уравнения возмущенного двпжения можно записать в следую

щем виде: 

d [ дL ] дL . 
d-t а ( ~~i) = ди; · 

(5) 

При положптыrьпом значении нвадратичной формы F интеграJ1ы 
уравнениL"r возмущенных движений, кан поназал Н . Е. Жуновсний, будут 
иметь ограниченное значение. Другими словами, ноличества и; с тече
нием переменной 't будут повторяться в своих значениях . Однано эти 
повторения, вообще говоря, могут не иметь строго периодичесного 
. ·арантера . 

4 . Может поназаться, что все последние наши рассуждения справедпивы 
:.пишь для 1-юнсервативных возмущений, т. е. тогда, ногда ноличество 
z равно нупю . Однано это не так; они останутся в силе и дпя случая 
некопсервативных возмущений . Это явствует из того, что ДJIЯ любого 
из уравнений возмущенного движения (5) всегда можно подыскать таное 
частное решение, с помощью ноторого легко исключить из уравнения 

члены, создающие ноличество е ~i. В правильности этого утверждения 
можно убедиться, если написать уравнения возмущенного движения 
в развернутом виде . 
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5. Повторимость значений ноличеств и; для устойчивых статнстичс
сних систем дает нам возможность ввести в обращение понятие о среднем 
периоде изменения их с течением переменной 't. Выберем значение про
межутка от О до 't0 достаточно большим. Пусть нолпчество и; за этот 
промежутон имеет C?i повторений; тогда, очевидно, средний перпод дш~ 
этого количества будет равен: 

i. = 2.о_ или 
i 'Pi 

:М:ы с полным правом можем считать средний период i; для ко:шчества 
и;, харантеризующего возмущенное состояние статистической системы, 

величиной постоянной. Поэтому при изменении промежутка 't
0 

будет 
соответственно меняться и число 'fi. Это обстоятельство позволяет вообще 
установить таное равенство: 

'i. = i;'-'(;=ij'fj=ik'fk=И Т. Д. (6~ 

Переменное значе1ше величины ер, согласно Rлаузиусу, можно назвать. 
фазой изменения количе~тв и;, ui, uk и т. д. 

Понятие фазы в дальнейшем будет играть очень существенную роль_ 

2. О ВАРЬИРОВАНИИ ПО КЛАУЗИУСУ 

1. Во всех механичесю1х задачах, где употребляется варьпрованне, 
сравниваются при заданных условиях два возможных беснонечно разня

щихся движения системы . При этом вариацией наной-либо ве:шчины, 
определяющей состояnпе системы, называют разность между соответствен

ными значениями ее в двух движениях . Само определение понятия соот
ветственности всегда должно быть исследовано предварительно, ес.'Ш оно 
не очевидно из поставленной задачп. 

В принципе Гамильтона, при неизменности потенциальной ф НIЩJШ 
и возможности варьирования энергии, за соответственные значення при

нимают таr<ие величины, которые отвечают момепту t в начальном дви

жении и моменту t +ot в варьированном движении. Если через 't0 обозна
чить действие по начальной траенторпп, а через 't-соответственное дей

ствие по траентории варьированной, то, согласно принципу Гамn:тьтонаr 
разность между соответственными значениями действия будет выражаться 

равенством: 

't - 't0 =Poscos(P, os). (7) 

Здесь через Р обозначен равнодействующий импульс на варьnрованноii: 
траенторпи. Он по11учается нан частное производное от кинетичесr..;отr 
энергии по полной снорости движения системы. 

Величина os обозначает линейный отрезон, соединяющий две соот
ветственные точни на начальной и варьированной траенториях. 

Для того чтобы уравнепия движения системы следовали непосред
ственно из интеграла Гамильтона , мы обязаны формулировать его принцип 
тан, чтобы соотношение (1) обращалось в нуль, т . е . соответственные зна
чения действия бы1ш равны . 

Принцип Остроградского отличается от принципа Гамильтона тем r 
что прп варьировании интеграла Остроградского соответственными значе
ниями считаются значения, отвечающие одному и тому же моменту време

ни t. Формула (1) остается в силе и в этом случае . 
2. Определения соответственности, ноторыв приняты в началах 

Гамильтона и Остроградского, не могут быть использованы в ряде случаев. 
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Н:лаузиус показал, что движение стационарных статистических систем 
,несовместимо со способом варьирования, принятым в началах Гамильтона 
и Остроградского. 

Н:лаузиус рассуждает так: «Если стационарное движение должно быть 
определено, как таковое, то дело не в том, чтобы указать для отдельных 
мгновений положения и скорости всех отдельных точек, а по существу 
в том, чтобы изобразить общий, не зависящий от времени, характер этого 

.движения. Уравнение, которое должно служить этой цели, может, конечно, 
содержать переменные члены, но эта переменность их должна ограни

читься такими колебаниями, которые повторяются, не изменяя своего 
характера так, чтобы уравнение в позднейшее время выражало то же 
самое, что и предшествующее. Если же в таком уравнении встречаются 
члены, которые со временем испытывают все большие и большие изме

ненин, то уравнение может в разные времена выражать различие и это 

обстоятеJ1ьство делает тогда уравнение непригодным к нашим целям)>. 
Но и в более простых сJJучаях, когда в стационарном движении все 

точки системы описывают замкнутые траектории с различными периодами 

обращения, способы варьирования по Гамильтону и Остроградскому не 
могут быть использованы, а следовательно, невозмо~нно изучить движе
нле таних систем с точни зрения вариационных принципов механини. 

Если считать соответственными одновременные положения точни 
на начальной и варьированных траенториях, то легно убедиться в том, 
что одновременные положения, в силу разJшчия периодов, будут с тече

нием времени удаляться друг от друга, а те величины в уравнениях вариа

ции, ноторые зависят от положения точен, будут неограниченно воз
растать . 

Положение дела не изменится, еслп даже и не полагать ot=O. В этом 
случае Н'лаузиус рассуждает так: «Безусловно, можно выбрать ноли
чество ~t при вариации периода обращения наной-нибудь из точеJS системы 
тан, чтобы те величины, ноторые зависят только от положения этой точни, 
претерпевали бы ли,mь периодические изменения. Но для остальных пере
менных, зависящих от положения других точен, периоды обращения 
:которых изменились в другой пропорции, этого сделать нельзя, тан наr{ 

появятся вариации, все увеличивающиеся со временем. Это неудобство 
делает невозможными наши исследованию~. 

3. С целью избежания указанного неудобства Н:лаузиус предлагает 
выбирать соответственные точни по другому признану. Во веяной меха
нической системе для двух сравниваемых ее движений можно выбрать 

·тание положения точки и тание моменты времени, для которых неноторая 

варьирующаяся и особая для наждой точки фуНЮ\ИЯ времени принимает 
·одинаковые значения. Эту фуннцию времени 'f = F(t) Н:лаузиус назвал 
фазой в самом общем смысле . Определяя из этой функции время, будем 
иметь в первоначальном движении: 

• t=f('f), 

в варьированном движении: 

t* = f (<р) + г/1 ('f). 

Здесь г есть бес1юнечно-малая величина, а новая фующия / 1 (ер) есть 
первая производная от фуннции f ( <р) по параметру, приращением кото
рого служит з. 

Если в обоих выражениях поременное <р имеет одно и то же значе
ние, то времена t и t* считаются по Н:лаузиусу соответственными. 
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Соответственным временам t п t" будут отвечать соответственны~ 
значения Z п z• наной-нпбудь лз ве.ппчпн Z, опреде.пяющпх положение 
точ1ш, фаза которой есть <р. 

Варпацип, прп ноторых ~ не варьируется, Клаузпус предложил 
обозначать через а". 

Тан, например, будем ттметь: 

t" -t =8:pt 

4. . Пусть в первонача11ьном движении пмеем: 

Z =F(t). 

Тогда в измененном двпженип соответственно по;:rучим: 

z• = F (t") + гF1 (t*). 

Здесь t и t" обозначают соответственные времена. 
Если мы хотим получить вариацию alz' то мы должны ПОlЮЖИТЪ. 

t" = t и вычесть из второго равенства первое, что приведет 1< выраже
нию: 

Но если мы XOTIHI получить варпацию a'!'z, то должны положить: 

t" = t + a'l't. 

С.педовательво, будем пметь: 

a'!'z = z; - Z = F (t + o:pt) + гF1 (t + o\?t)- F (t) ... 

Разложим фующии F (t + o:pt) и F 1 (t + orpt) в строну Тейлора" 
в результате получпм: 

F (t + a'!'t) = F (t) + Bit d~?) 

Теперь для варпацни a"z мож1ю написать выраженпе: 

• 
Илп, огранпчп ваясь бес1;опечно-малы:мn пер во го порядl\а, получи с 

" z F ( ) dF (t) ~ o'f' =г 1 1 t +dГG'l't, 

илп 

(8} 

Тат;им образом, мы получили общую зависимость между символами; 

а'!' п о 1 . 
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3. ОБ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ ЭРГАЛЕ В ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕННЫХ. 

ДВИЖЕНИЙ 

1. В уравнениях возмущенного движения роль времени выполняе'l' 
действие, взятое по невозмущенной траектории. Таним образом, еслп 
бы мы захотели перейти от одного возмущенного состояния статистиче
ской системы к другому, то должны были бы произвести вариацию 
по Rлаузиусу и действие 't рассматривать как некоторую фующию 
фазы, по которой устанавливается соответствие между двумя беско
нечно-близкими движениями статистической системы, нахо,цящимися 
в состоянии возмущения. 

В первом параграфе было указано, какую зависимость 't от фазы ер 
следует принять во внимание при таком варьировании. 

du · 
2. Будем обозначать через Pi производные d'ti. Возьмем произве-

дение р/;-.:.иi п продиференцируем его по 't; получим: 

Но справедшшы равенства: 

dT 
Р; = dpi ' 

Они следуют из уравнения (5). 
Теперь мы можем написать СJiедующее соотношение: 

d(~) ат~ аФ~ 
d- P;'-'-r.U; = -а u'tpi - -а 0-::U;. 

"= Pi и ; 

Суммируя все подобные уравнения для п переменных, получим:: 

(9) 

Тан как Т зависит от Р; и С;. то будем иметь: 

(9а) 

Параметры С; не зависят от 't, т. е. они не изменяются в течение одного 
и того же движения, а варьируются лишь при переходах от одного 

движения к другому. Поэтому не имеет смысла делать различия между 
вариациями о-:с и 6'fc, что и принято во внимание в соотношении (9а). 

Фуннция .Ф зависит от переменных и1 и параметров С;, поэтому 
иожно положить: 

(9Ь) 

С пом9щыо соотношений (9а) и (9Ь) равенство (9) мы можем пере
писать тан:: 

или 

(10) 
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Умножим это уравнение на d'C; отиптегрируем его в пределах от О 
. .до 'С и разделим на 'С, тогда получим: 

или 

(10а) 

3. Согласно формуле (8) д;ш вариации о'С ui можно написать следу
-ющее соотношение: 

Но в нашем с;1учае действует соотношение (6), поэтому имеем для 
вариации Y'f'"' равенство следующего вида: 

0 . lU i " l . fJ<p't =<fi ,l; = 'C 1,-= 'tO gzi. 

Теперь варпацлю с" ui можно представnть та1с 

Вставим это соотношение в равенство (10а), по.:1учю1: 

По;rrученное соотношенпе справедливо для любого значения 'С, а по
.,еледнее слагаемое левой части всегда будет равно ну.:тю. Итан имеем: 

':: ~ 

=_!_ \ o'CLd-c- ~ _!__ \ дL Ос. d-c. (10с) 
'С ) .LJ 'С ) дсi • 

о о 

Тан нак переменные Pi и ui по условиям задачи имеют всегда но
нечное значение и с течением действия -с повторяются, то чисJштель 
первого слагаемого Jrевой части уравнения (10с) есть малая вёличина, 
принимающая и положительные и отрицательные значения в зависимо

сти от выбора -с. В силу этого обстоятельства среднее значение этой: 
величины без ущерба для точности мы можем принять равным нулю. 
Поэтому имеем: 

~ ':: 

. - 2j [p~olgi 1 J= ~ ~ c'CL d-c- ~ ~ ~ ~;i C.cid'C. ( 11) 
u о 
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Ilли, та!\ ка!\ варьирование совершается при -. постоянном, то преды
дущее равенство можно переписать так: 

(На) 

4. Равенство ( 11а) :мы имеем полное право переписать в следующеи 
виде: 

(11Ь) 

3аконность этого напнсанпя вытекает из следующих соображений: 
ноличество 

't 

. ~ ~ Ld-. 
(1 

сеть фующия -., ноторая по мере возрастания " все меньше и меньше 
у.клопяется от среднего значения, т. е. от L. Однако <:Jтого совершенно 
нельзя сказать относительно вариации от этого н:оличества. Нан мы 
видели выше, вариац1ш от величин, совершающих даже правиJrьные 

нолебапия, могут неограпиченно возрастать. Следоватыrьно, вариации 
даже от таких ве::шчuн, колебания которых уменьшаются с ·течением 
действия ", могут вовсе не уменьшаться. Нельзя поэтому без всяних 
оговорон заменить коJ111чество 

(Нс) 

r..;оличеством следующего вида: 

Но в нашем случае мы имеем деJЮ не с величиной, изображенной 
формулой (Нс), а с велпчrшой , ноторая изображается формулой: 

~ J \' Ld 
~"С~ J ~, 

fl 

11 это обстоятельство позволнет произвести уназанную замену. 
Тание же рассужденuя можно повторпть относительно второго сла

гаемого уравнения (На) . 
. Полученное уравнеюю ( 11Ь) по существу п есть аналог теоремы 

Нлаузпуса о среднем эрга:rо в обJiасти устойчивых движений статисти
чесних систем. 

5. Найденной теореме мшкно придать неснолько иную форму. 
В самом деле, имеем: 

Вычитая последнее равенство из равенства (НЬ), получим:: 

o't (L- 21') - ~ ;; 8ci = - ~ [~р~ + р~а lg ii]· 
' 
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Но, так нан справедливо тождестnо 

то будем иметь: 

( 12) 

6. По смыслу вариаций в уравнениях (НЬ) и (12), :каждое их этпх 
уравнений мы можем написать в разложенном по частным производным 

виде . Таи, например, уравнение ( 11Ь ) можно представить тан: 

~ дL". ~ дL" ~ дL" ~ 2 Oi -:- Ol + - ОС· - - ОС· = - р . -:- . 
д~ дсi ' де i ' • i 

Если мы предположим, что вариации существуют независимо однf\ 
от другой, то из полученного равенства должны следовать соотношенпя 

вида: 

или 

дL. • 
дi i = - Pi.· (13) 

Этих уравнений должно быть столько, скольн:о переменных определяет 
нонфигурационное состояние статистичесной системы. Суммируя их, полу
чим: 

" ai. " 2 -L.J дi i = - L.J Р; = - 2Т. (13а) 

Последнее равенство является аналогом теоремы Клаузиуса о вири
але в теории возмущенных движений. 

Поступила в редакцию 
7.9 .1949 г. 
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