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Ногда было дано опредеJ1\эние иnтеграла Лебега, то естественно воз
никла задача изучения свойств ряд-ов Фурье - Лебега, т. е. таних рядов 
Фурье, ноэффициепты ноторых являются :интегралами в смысле Лебега. 

При этом в первую очередь стали изучать тание свойства рядов 
Фурье-Лебега, которые выполняются почти всюду, т. е. всюду за иснлю
чением, быть может, множества меры нуль. 

Таким образом, вознинла задача о сходимости почти всюду рядов 
Фурье-Лебега и об их суммируемости различными методами. Эта же 
задача была поставлена для тригонометричесних рядов наиболее общего 
вида. 

Рассмотрим спачала ряды Фурье-Лебега. ,J;ля таних рядов была 
доказана следующая теорема. 

Любой ряд Фурье от суммируемой фушщии j (х) сумl\mруется н :этой 
ф:ушщии методом средних арифметичесних почти всюду. 

Тогда вознин вопрос о сходимости почти всюду рядов Фурье - Лебега. 
На этот вопрос. А. Н. Нолмогоров дал отрицательный ответ. Оп опре
делил суммируемую функцию, ряд Фурье которой расходится почти 
всюду [1]. 

Этот результат был в дальнейшем усилеп в двух паправлениях. 
Во-первых, А. Н. Нолмогоров дал пример такой суммируемой фунн

цm1, ряд Фурье которой расходится всюду [2]. 
Во-вторых, Марцинкевич дал пример ряда Фурье-Лебега, ноторый 

расходится почти всюду и пределы неопределенпости которого нонечны 

почти всюду [3]. 
При этом пределами неопределенности дапного ряда мы пазываем 

lim sup Sn (х) и lim inf Sn (х), 
Л->00 п--оо 

где Sn (х)- частные суммы рассматриваемого ряда. 
Этот результат дает отрицательный ответ на гипотезу, ноторая впа

чале н:азалась вероятной. Эта гипотеза состоит в следующем: 
Если пределы неопределенности тригонометричесного ряда нонечны 

в н:аждой точие нен:оторого множества Е положительной меры, то ряд 

1 Доклад на «Ломоnосовсних чтениях» 1950 г. 
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-:::- ~ходится почти всюду на этом мпожестве. Ясно, что результат Марцин-

кевича опровергает эту гипотезу. 

После того, нак был построен расходящийс,_ ряд Фурье от сумми
руемой функции, вознин вопрос о сходимости рядов Фурье от ц~мери
:иых фу.нкций с суммируемым нвадратом. Этот вопрос был поставлен 
Н. Н. Лузиным в его диссертации «Интеграл и тригопометрический ряд) 
еще до того, как А. Н. Колмогоров построил расходящийся почти всюду 
ряд Фурье - Лебега. Однако до настоящего времени вопрос, поставлен
ный Н. Н.Лузиным, остается открытым. 

Таним образом, неизвестно, существует ли тригонометрический ряд 

00 

а; + ~ (ап cos пх + Ьп sin пх), 
n=t 

(1) 

который расходится па множестве положительной меры и для ноторого 
еходится ряд 

00 

~ (aii + bii). 
n-t 

(2) 

Одпано А. Н. Колмогоровым, Г. А. Селиверстовым и А. И. Плеснером 
была доиазана следующая теорема: 

Если сходится ряд 
00 

2J lgn · (аА+Ь~), 
n = I 

то тригонометрический ряд (1) сходится почти всюду [4], [5]. 
Вопрос о сходимости почти всюду рядов Фурье не решен пе только 

для функций с суммируемым квадратом, но даже для непрерывных 

функций. 
В связи с этим можно поставить задачу об улучшении сходимости 

ряда Фурье от непрерывной фующии путем изменения этой функции на 
J(НОЖестве сколь угодно малой меры. В этом направлении можЕiо 
доказать следующую теорему: 

Любую непрерывную функцию f (х) можно изменить на множестве е 
сколь угодно малой меры таким образом, чтобы для полученной новой 
фуннции ряд Фурье сходился равпомерно на всей оси х [6]. 

В 3той теореме множество е , на котором происходит измеЕiенпе функ
ции f (х}, зависит, вообще говоря, от этой функции. Однако предыду
щую теорему можно неснолько уоилить, а именно, множество е, I<Оторое 

входит в формулировку предыдущей теоремы, можно считать зависящим 
толыю от величины его меры и от модуля непрерывности функции f (х), 
но не зависшцим от других свойств этой функции. 

Это утверждение является непосредственЕiым следствием теоремы: 
Для любой положительной певозрастающей функции р (?) положи

тельного аргумента d, удовлетворяющей условию lim р ( .) -= О, и для 
•--+о 

любого положительного числа s существует измеримое множество е, обла-
дающее свойствами: 

а) mes e <e, ес[-тт, тт]; 
б) любую функцию f (х), непрерывную па сегмелте [ -тт, 7t], модуль 

непрерывности которой не превосходит 1-' (о) при любом d > О, можно 
изменить па множестве е таним образом, чтобы для полученной новой 
функции ряд Фурье сходился равномерпо па [ - 7t, 7t] [7]. -, 



Однан9 в предыдущей теореме мно,f\ество е, на котором прои'сходит 
изменение функции f (х), зависит, вообще говоря, от модуля непрерЬIВ
iюсти этой фушщии. 

Тогда возникает вопрос о далььейшем усилении предыдущей теорем:ы:. 
а именно: можно ли множес.тво е считать зависящим только от поло

жительного числа е, но не зависящим от модуля непрерывноьти фунR
ции f (х)? 

Иначе говоря, если задано произвольное положительное число е, 
то нельзя ли подобрать множество е, зависящее только от г и удовле
творяющее неравенству mes е < г, которое обладает тем свойством, что 
любую непрерывную функцию f (х) можно изменить на множестве е 
таким образом, чтобы для полученной новой функции рнд Фурье схо
дился равномерно? 

На поставленный вопрос получается отрицательный ответ. В самом 
деле, можно доказать следующее утверждение. 

Для любого множества е, лежащего на сегменте [-т.:, те], и такого, 
что mes е < 2те, можно определить функцию f (х), непрерывную на [ -'1t, -п:] 
и обладающую свойством: нанова бы ни была функция ф (х), непрерыв
ная на сегменте [-те, те] и совпадающая с f (х) вне множества е, рлд 
Фурье от фуннпии ф (х) расходится по крайней мере в одной точке РJ-

Ясво, что это утверждение опровергает предыдущую гипотезу. Тогда 
можно попытаться несколько ослабить эту предыдущую гипотезу, 
а именно, можно высн:азать еледующее предположение. 

Для любого положительного числа г можно определить множt:ютво е, 

удОВЛеТВОрЯЮЩее неравеНСТВу ШеS е < Е И обладающее СВОЙСТВОМ: 
любую непрерывную функцию f (х) мо:шпо измш'rить на множестве е 

таким образом, что полученная новая функция ф (х) будет попрежнему 
непрерывной, причем ряд Фурье от функции ф (х) еходится почти 

всюду. 

атот вопрос остается открытым. Однано на него получается поло
жительный ответ, если от измененной функции ф (.z) потребовать толыш, 
чтобы она была суммируемой. При этом первоначальную фунrщию f (х) 
можно та:нже считать произвольной rум!Vшруемой фуннцйей. 

Высказанное утверждение получается, на:н следствие из теоремы:; 
RaRoвa бы ни была функция f (х), суммируемая на сегменте [ - п, те] , 

и :наново бы ни было совершенное, нигде не плотное Мf!Оя;ество Р, рас
положенное на том же сегменте, всегда можно изменитъ функцию f (xt 
вне множества Р таним образом, чтобы для полученной новой сумми
руемой функции ф (х) ряд Фурье сходился почти всюду на [ -п, те] {7]. 

Тан нан дополнение н совершенному, нигде не плотному множеству 
может иметь сколь угодно малую меру, то ясно, что предыдущее утнер

ждение есть следствие данной теоремы. 

Перейдем теперь R рассмотрению тригонометрических рядов общего 
вида, т. е. таних, ноторые не я:вляютс.я обязательно рядами Фурье от 
суммируемых функций. Прежде всего, естественно изучать тание триго
нометричесние ряды, у которых коэффициенты ьтремятся к пулю при 
п __,. со. Тогда возникает вопрос : не будет ли всякий тригонометриче
ский ряд, удовлетворяющий этим условиям, сходиться почти всюду? 

На этот вопрос Н. Н. Лузин дал отрицательный ответ. Н. Н. Лузик 
построил пример тригонометрического ряда с коэффициентами, стремя
щимися R нулю при п_,. со, ноторый расходится почти всюду [8]. 

Впоследствии Штейхауз усилил этот результат, доназав, что суще
ствует тригопометричесний ряд с ноэффициентами, стремящимися к нулю 
при п __,. оо, ноторый расходится в наждой точне [9]. 



Иаучая тригонометрические ряды общего вида, Н. Н. Лузип выска
зал целый ряд гипотез. Одна из пих состоит в следующем. 

Предположим, что данный тригонометрический ряд (1) сходится 
в каждой точке некоторого мпожества Е положительпой меры. Спра
шивается;: будеж ли тогда тригонометрическиii ряд, сопряжецный с дан
ным, сходиться почти всюду на множеетве Е? 

Положительпый ответ на этот вопрос был дан А. И. Плеспером, 
который доказал следующую теорему: 

Если тригонометрический ряд (1) суммируется методом Чезаро 
какого-нибудь порядка k >О всюду па мпожестве Е положительной 
меры, то тригонометрический ряд, сопряжепный с данным, будет сум
мироваться методом Чезаро того же порядка k почти всюду на мно
жестве Е (10]. 

При k =О эта теорема дает положительный ответ на предыдущий 
вопрос. 

Вторая гипотеза, высказанная Н. Н. Лузиным, состоит в следую
щем; 

Пусть дана произвольная измеримая функция f (х), конечная почти 
всюду. Спрашивается: существует ли тригонометричесний ряд, сходя
щийся к ней почти всюду? 

Н. Н. Лузин дал частичное решение этой задачи, доказав следую
щую теорем-у: 

Для любой измеримой функции f (х), конечной почти всюду на 
[ - 71:, 7t], существует тригонометрический ряд, который почти всюду 
суммируется к ней методами Римана и Пуассона [11]. 

В дальнейшем было дано окончательное решение этого вопроса, 
была выведена следующая теорема: 

Для любой измеримой функции f (х), конечной почти всюду 
на [ -'71:, 7t], существует тригонометрический ряд, сходящийся к ней 
почти всюду [12J. 

Третья гипотеза, высн:азанная Н. Н. Лузиным, состоит в следующем: 
Можно ли утверждать, что ВСЯI<ИЙ тригонометрическиii ряд сходится 

к + оо самое большее на множестве меры нуль? Этот вопрос остается 
до сих пор не решенным и, повидимому, представляет большие труд
ности. 

Ю. Б. Гермейер дон:азал, что любой тригонометрический ряд 
с коэффициентами, стремящиr.mся к нулю, пе может суммироватьс,я 

методом Римана k+ оо на множестве положительной меры [13J. Таким 
образом, для метода Римана гипотеза Н. Н. Лузина подтверждается. 

С другой стороны, если вместо обычноii сходимости взять сходu
мость по мере, то получ!lется отрицательный ответ на тот же вопроr.. 

Это утверждение есть непосредственное следствие теоремы. 
Для любой измеримой фунн:ции f (х), конечной почти всюду или 

равной + оо или - оо на множестве положительной меры, можно опре
де;mть тригонометрический ряд с коэффициентами, стре:-.шщимися н нулю 
при п __,.. оо , который сходится по мере на сегменте [ - 7t, 7t] н данной 

фунн:ции f (х) [14J. 
В частности, если положить в этой теореме f (х) тождественно 

равной + оо, то получается следующее утверждепие: 

Существует тригонометричесний ряд с .коэффициентами, стремящи
мися к нулю, при п __,.. оо, ноторый сходится по мере k + оо на сег

менте [ - "', "'J. 
Поставим теперь вопрос об определении тригонометрического ряда 

по заданным пределам неопределенности. Будем обозначать через Sn (х) 
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'Частные с ммы тригономстричесного ряда (1). Предположим теперь, 
что заданы две измеримые функции F (х} и G (х), удовлетворяющие 

_условию G (х).;;;: F (х) почти всюду на сегменте [ -тт, тт]. 
Спрашивается: можно '1И определить тригонометрический ряд, для 

ноторого F(x)=limsupSn(x) и G(x)=liminfSn(x) почти всюду 
n--+oo n--тоо 

на [ -'lr, 1r]? При этом мы 1;е будем предполагать, что F(x) и G(x) 
нонечны ·почти всюду. В дальнеnшем будем называть для нраткости 
lim sup Sn (х) верхним пределом т.ригопометричесного ряда (1), 
Л-+ОО 

а lim inf S п ( х) - нижним. 
n-.oo 

На поставленный выше вопрос получается положительный ответ, 
если предположить, что почти всюду на сегменте [ - '!r, тт] обе фуннции 
F(x) и G(x) нонечны или же F(x)= +со, а G(x}= -со. 

В таном случае можно определить тригонометрический ряд (1) 
с ноаффициентами, стремящимися R нулю при п ___,. со, для 1<оторого 

F (х) есть верхпий предел, а G (х) есть нижний предел, почти всюду 
·на сегменте [ - 'lr, тт] . 

Эта теорема является непосредственным следствием одной теоремы 
·О пределах неопределенности рядов Фурье-Лебега, которая формули
руется следующим образом: 

Пусть задана измеримая функция ер (х), -удовлетворяющая условию 
ер (х) >О почти всюду на сегменте [ - 'lr, 7t] (при этом ер (х), может рав-
няться +со на множестве положительно11 меры). · 

В таRом случае можно определить суммируемую фующию f (х), 
обладающую следующим свойством: 

Верхний и нижний пределы ряда Фурье от функции f (х) равны 
соответственпо f (х) +ер (х} и f (х)- ер (х} почти всюду на сегменте [ - 7t, 7t]. 

При этом, есJш Cf' (х) = + оо, то мы полагаем f (х) +ер (х) = + оо 
n /(х)-ер(х)= -со. 

Предыдущая теорема есть непосредственное следствие этой послед
ней теоремы. В самом деле, пусть задавы две измеримые функции F (х) 
и G ( х) удовлетворяющие условию G ( х) .;;;:: F ( х) почти всюду па [ - 7t, 7t], 
причем почти всюду на этом сегменте обе функции F'(x) и G (х) или од
временпо конечны ИJJИ же F ( х) = + се, G ( х) = - со. Определим две 
фуrпщии Ч1 (х) и ljl (х} следующим образом: 

( ) 
_ F (х) - О (х) 1 ( ) _ F (х) + G (х) 

ерХ- 2 ,ljiX - 2 ' (3) 

если F (х) и G (х) конечны; 

ср(х) = + оо, ~(х)=О, (4) 

если F (х) = + со, G (х} = - со. Тогда ер (.т) и~ (х) измеримы на [ -тт, тт], 
причем почти всюду на этом сегменте ~ (х) конечна и ер (х} >О. 

В силу предыдущеn теоремы для функции ер (х) мы можем опреде
лить суммируемую фушщию f (х), которая обJ~адает следующим свой
ством : 

Если an (х) есть п-ая частная сумма ряда Фурье от функции f (х), то 

lim sup an (х} = f (х) + ЧJ (х), lim inf an (х) = f (х)- ер (х) (5) 
Tl ~OO n .-.oo 

почти всюду па [ - тт, тт]. 
Обозначим для . краткости через Т' ряд Фурье от функции f (х). 
Тан кан у(х)- f (х) есть измеримая фушщия, нонечная почти всюду 

на [ -7t, тт], то па основании одной Из теорем, упомЯRутых выше, суще-
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ствует тригонометрический ряд Т", сходящиiiсн к IJI (х)- f (х) почтп 
всюду на [ -7t, 7t]. Обозначим через 'tп (х) n-ую частную сумму ряда Т11 • 
Тогда 

lim 'tп (х) = ljJ (х) - f (х) (6) 
!1-+ 00 

почти всюду на [ - ", 1t]. 

Предположим теперь, что тригонометрический ряд (1) есть результат 
почленного сложения тригонометричеr.ких рядов Т' и Т". Тогда, обозна
чая через Sп (х) п-ую частную сумму ряда (1), будем иметь 

Sп (х) =Оп (х) + 'tп (х) 
откуда, на основании (5) и (6), 

(n=1,2,3, ... ), 

limsup Sп (х) = lim sup Оп (х) + lim "п (х) = r.p (х} + ~ (х), 
Л-+00 П-+СО Л-+00 

lim inf Sп (х) = lim inf оп (х) + lim 'tп (х) = - r.p (х) + ljJ (х) 
п~со Л-+со n-.oo 

почти всюду на [ -7t, 7t]. 
В таком случае, припимая во внимание (3) и (4), получаем 

limsupSп (х) = F (х) - G'(x) + F (х) + G (х) = F (х}, 
п-+СО 2 2 

lim inf Sп (х) = - F (х) - G (х) + F (х) + G (х) = G (х) 
п->со 2 2 

почти всюду на том мпожестве, па котором F (х) и G (х) конечны, и 

limsupSп(x)= +оо, 
п->СО 

lim inf Sп (х) = - оо 
п-+СО 

почти всюду па том ltmожестве, па котором F (х) = + оо и G (х} = - оо. 
Отсюда следует, что 

limsup Sп (х) = F (х), lim inf Sп (х) + G (х) 
п-.со п-+СО 

почти всюду на [ -7', "], т. е. почти всюду па этом сегмепте F (х} и G (х) 
являются соответствеnпо верхним и пижuим пределами тригонометри

ческого ряда (1). 
Чтобы закончить доказательство теоремы, uам остается поназать, что 

коэффициенты тригонометрического ряда (1) стремятся 1< нулю пр11 
п ~оо. В самом деле, так :как тригопометричеспий ряд Т' есть ряц 
Фурье от сумr.mруемой фушщии f (х}, а тригопометричесний ряд Т" 
сходится ПQчти всюду :к конечной фуmщ~ш ljl (х} - f (х}, то коэффиnиеnты 
:каждого из рядов Т' и Т" стре:".штся к nyjJЮ при п ~оо. А так RaI\ 

тригонометрический ряд (1) есть результат почлевного сложения рядов 
Т' и Т", то J{оэффициенты ряда (1) также стремятся к нулю при п~оо. 

Тем самым доказате;:rьство теоремы закончено. 
В заключешш рассмотрим свойства пределов подпоследовательностей 

частных сумм тригонометричесного ряда. 
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Возьмем три:гоuометрическиii ряд (1) и будем рассматривать пределы 
различных подпоследовательностей частных сумм этого ряда, если такие 

пределы сущест13уют. 

Возьмем нонечное число фующий 

~1 ( х), \ji2 (х), ... , Yi (х), ... , \j!p (х), 

измеримых и оnределенIIЫх почти всюду на сегменте [ -1t', 7t]. (Фушщии 
ф; (х) могут припимать, вообще говоря, бесконечные значения ва мно
жествах nоложительно!r меры). Оюэ,зывается, что можно определить 
тригонометрический ряд с коэфф1щиентами, стремящимися к пулю при 
п ~со, у ноторого с точностью до множеств меры нуль пределы под

nоследовательпостей частных сумм равны функциям ·~; (х), i = 1, 2, ... , р, 
и тольно этим функциям. 

Иначе говоря, справедлива следующая теорема: 
Для любых функций q,; (х), i = 1, 2, ... , р, измеримых и определен

ных почти всюду на сегменте ( -т.:, 7t], можно определить тригонометри
чесний ряд (1) с коэффициентами, стремящимися I-\ нулю при п ~со, 
который обладает свойствами: 

1) для любой из фующий ф; (х) существует подпоследовательность 
частных сумм ряда (1), которая сходится к этой фуннции почти всюду 
на [-те, 7t]; 

2) если каная-нибудь подпоследовательность частных сумм ряда (1) 
сходится I-\ фующии ф (х) во всех точнах некоторого множества Е поло
жительной меры, то ф (х) равна одной из фушщий ф; (х) почти всюду 
на Е (14]. 

Можно танже доказать следующую теорему: 
Пусть заданы две измеvимые фушщии F (х) и G (х), удовлетворяющие 

неравенству G(x) <;. F(x) почти всюду на ( - т.:, 7t]. 
В таном cJiyчae можно определить тригоnометрический ряд (1) 

с ноэффициентами, стремящимися i; нуJ1ю при п ~со, ноторый обладает 
свойствами: 

1) ДJIЯ любой измеримой функции ф (х), удовлетворяющей условию 

G(x) <;. ф(x) <;. F(x) (7) 

почти всюду па [-те, тт], можно определить подпоследовательность част
ных сумм ряда (1), ноторая сходится н ф (х) почти всюду на [ -7t, тт]; 

2) если каная-нибудь подпоследовательность частных сумм ряда (1) 
сходится к фушщии ф (х) на иенотором множестве Е положитеJiыюй 
меры, то почти всюду на этом множестве выпоJiняется неравенство (7) (14]. 

Поступила в реданцию 
13.5. 1950 г. 
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