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ФУНКЦИЙ 

В случае равномерной сходимости последовательности непрерывных 
функций график предельной функции является в то же время топологи
ческим пределом для последовательности исходных н:ривых. При нерав
номерной сходимости это не имеет места. Цель настоящей работы состоит 
в выяснении взаимоотношений между графиком предела последователь
ности непрерывных функций и топологичесним пределом последователь
ности соответствующих нривых. Мы рассматриваем действ11тельные функции 
от одного действительного переменного, определенные на конечном или 
бесконечном интервале . 

В ер хн и м т оп о л о г и ч е с к им пр е дел о м последовательности 
непрерывных н:ривых называется множество точен плосн:остп, в любой 
он:рестпости н:аждой из которых лежат точн:и бе<~н:оuечпоrо числа н:ривых 
последовательпости. 

Н ц жни м т о по л о г и ч е с к п м пр еде л о м последовательности 
вепрерывпых н:ривых называется множество точек плоскости, в любой 
он:рестпостп каждой из н:оторых лежат тоЧRи всех, нро:ме н:онечного числа 
н:ривых последовательности. 

Пусть последовательность непрерывных функций: (f п (х)} сходится н: f (х). 
Будем обозначать графшш этих фушщиii соответственно через F 1 , F 2 , •• • 

. . . , Fn, ... и F, а верхний и нижний топологичесн:ие пределы через 

F=ItFn и F=ltFn· з·аметим, что: 
n-tw n-+oo 

1) топологичесн:ие пределы замюrуты; 

2) FcFcF. 
Из (1) и (2) следует, что предельные точн:и графина предельной 

функции F принадлежат топологичес1шм пределам. 
3) ЕсJш точки плосности А и В лежат на прямой, параллельuой 

оси ОУ, и принадлежат верхнему (пижнему) топологичесн:ому пределу, 
то этим свойством обладает и весь отрезон АВ. 

Свойства 1 и 2 очевпдны. Дон:ажем свойство 3. 
Пусть точн:и А и В принадлежат верхнему топологическому пределу 

и удовлетворяют условию свойства 3 (в случае uшкuего тополо1·пческого 
предела дон:азательство аналогпчпо). Обозначим через Р - точку пересе
чепия прямой АВ с графином предельной фушщии F. Одпо из двух : 
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либо РЕ (А, В), либо РЕ (А, В). Для определенности предположим пер
вое, т. е. РЕ (А, В). Возьмем произвольное число а > О. Так как А Е F, 
то существует подпоследовательность кривых {Fnk}, проходящих через з-

окрестность точки А. Пусть х0 - абсцисса точки Р. Так как f (х) = 
= lim /л (х), то при п > п0 непременно / fn (х0)- f (х0 ) /<в. 

Л-+СХI 

В сиЛу непрерывности кривые с номерами пk > п0 проходят через е -
окрестнасть любой точки отрезка АР, т. е. АР С F. Анало
гично PBcF. Значит АВ cF. 

Случай, когда РЕ (А, В), доказывается аналогично. 
Пусть М (/, х0) и т (!, х0 ) означают соответственно максимум и ми

нимум функции f (х) в точке х0 • 
Будем называть минимальным топологическим преде

лом множество, которое получается замыканием графика предельной 
фующии и присоединением точен, заполняющих отрезки, соединяющие
точни (х0 , M(f, х0 )) и (х0 , m(f, х0)). Из свойств 1-3 следует, что 
минимальный топологический предел содержится в нижнем топологиче
ском пределе. Заметим, что минимальный топологический предел Fmin 

целиком определяется графином предельной функции. Таким образом, 
тополо1·ичесн:ий предел состоит из минимального топологического предела 
и точен, заполняющих вертикальные отрезки. Это позволяет харанте
ризовать верхний (нижний) топологический предел парой функций ер (х) и 
ljl (х), называемых верхней и ниж ней ф унн ц и я ми; в самом деле, 
для любого х0 прямая х = х0 с топологическим пределом имеет либо общую 
точну, ордината которой у0 , либо общий отрезан, ординаты которого у 1 
и у2 (у 1 > у2). Полагаем в первом случае rp (х0 ) = 1j1 (х0 ) = у0 и во второ'1-
'Р (х0 ) = у 1 , ljl (х0 ) = у2 (где у0 , у1 и у2 могут обращаться в ± оо). Легко 
видеть, что ер (х) - полунепрерывна сверху, ljl (х) -- полунепрерывна снизу. 
Таким образом, задание топологического предела эн:вивалентно заданию· 
пары фунн:ций ер (х) и ljl (х). Будем писать 

Наша задача состоит в том, чтобы дать необходимые и достаточные
условия, чтобы два множества lrf и N (jыли соответственно верхним 
(нижним) топологическим пределом и графином предельной функции 
последовательности непрерывных функций. 

Положим:, что множества М и N ограничены, именно лежат внутри 
полосы ( - l.;;;. у -< + l]. Случай, ногда множества Ми N неограничены,. 
будет разобран ниже. Сформулируем задачу на языке функций . 

БуJ<ем говорить, что последовательность непрерывных . фуннций 
{ f п ( х)}, сходящаяся н ограниченной фуннции f ( х), имеет с л а б у ю б о
н о в у ю сходимость н числу g в точне х0 , если: 

1. :Каково бы ни было положительное число в, существует бесчис
ленное множес во натуральных чисел И. и для наждого п Е U. хотя бы 

одно тан:ое Хп, что У (х0 - Хп) 2 + [g - f п (хп)] 2 < в . 
2. А. Если g > f (х0 ), то наново бы ни было "lj >О, найдутся N 

и о> О тание, что при / х-х0 1 <а и п > N fn (х) < g + "IJ· В. Если 
g < f (х0), то наново бы ни было "lj >О, найдутся N и о> О тание, что 
при jx-x0 /<a и п>N fn(x)>g-"lj. С. Если g=f(x0 ), то имеет 
место либо А либо В. 
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Последовательность непрерывных фуннций ( /n (х) ( , сходящаяся к огра
ниченной функции /(х), имеет слабую боковую сходимость 
н ограниченной фуннции g(x), если в наждой точке Х = Х0 
имеет место слабая боковая сходимость к числу g (х0). 

Далее, будем говорить, что последовательность непрерывных функ
ций {/n(x)}, сходящаяся к ограниченной фушщии f (х), имеет с ильную 
боновую сходимость н числу g в точне х0 , если: 

1. Наново бы ни было положительное число г, существует таное п0 , 

что для каждого п > п0 найдется хотя бы одно Хп, для ноторого 

Vr (Хо - Хп) 2 + (g- fп (xn)] 2 < г. 
2. ·л. Если g > f (х0), то каково бы ни было 11 >О, найдется такое 

Z > 0, ЧТО при УСЛОВИИ \ Х -Х0 \ <О ДЛЯ беСКОНеЧНОГО ЧИСЛа НО~еров п 
имеет место соотношение fn (х) < g + 11· В. Если g < f (х0 ), то наново 
бы ни было 11 > О, найдется такое о> О, что при \ х - х0 \ < 6 для беско
нечного числа номеров п имеет место fп(х) >g-11. С. Если g=f(x0), 
то имеет место либо А либо В . 

Последовательность непрерывных функций {fn (х) } , сходящаяся к огра
ниченной функции /(х), имеет сильную боновую сходимость 
н ограниченной фуннции g(x), если в наждой точке х=х0 имеет 
место сильная боновая сходимость и числу g (х0 ). 

Далее, если последовательность непрерывных фующий r/n (х) 1, схо
дящаяся и ограниченной фуннции f (х), имеет сильную и слабую боно
вую сходимость н ограниченной функции g (х), 'lO последователь:в;ость 
1 f п ( х) } имеет б о к о в у ю с х о д и м о с т ь и о г р а н и ч е н н о й фу н к -
ц и и g (х). В это.м: случае, очевидно, в наждой точке х х0 должны 
выполняться 1-е условие сильной и 2-е условие слабой боновой сходимости. 

Следующие две теоремы позволяют заменить тополо1 ·ическую сходи
мость боновой. 

Теорем а. Пусть М -.мн,ожество точек. плоспости, заполн,яющих 
вертипальн,ые отрезпи с пон,ца.ми (х0 , у 1) и (х0 , у 2), где у 1 > у2 , и тапое, 
что фунпции у1 = 9 (х0 ) il у2 = ф (х0 ) · полукепрерывны соответствен,м 
сверху и сн,изу. Далее пусть .мн,ожества F и М лежат вкутри полосы 
[ - l -<. у -<. + l]. Тогда для того, чтобы дан,н,ая последователыtость непре
рывн,ых привых {Fп}, сход.ящаяся п F, и.мела своим верхним топологи
чесnи..\t пределом .мн,ожество М, необходимо и достаточн,о, 'Чтобы соот
ветствующая последователыюстq кепрерывн,ых фун,пций ' f п (х)} имела 
слабую боповую сходимость п фунпq,ии 9 (х) типа А и Сл и п ф (х) типа 
В и Св. 

Теорем а. Пусть М -множество точек. плоспости, заполняющих 
верти1f,альн,ые отрезки с пон,ца.ми (х0 , у 1) и (х0 , у2), где у 1 :> у2 , и такое , 
что фун,1f,ции у 1 = 9 (х0) и у2 = ~ (х0) полукепрерывн,ы соответствен,н,о 
сверху и снизу. Далее пусть .мн,ожества F р, М лежат внутри полосы 
[ - l < у-<. + l]. Тогда для того, чтобы дан,н,ая последователин,ость непре
рывн,ых 1f,ривых {Fп } , сходящаяся к F, и.мела свои.м н,ижки.м топологи
чесr.им преде.rюм множество М, н,еобходи.мо и достаточн,о, чтобы соот
ветствующая последовательн,ость кепрерывн,ых фун,кций {/п (х) } имела 
си.~ън,ую боковую сходимость 1f, фун1f,ции 9 (х) типа А и Сл и к ф (х) 
типа В и Св. 

Доiщжем вторую теорему. Первая доказывается аналогично. 
Не о б ход им о ст ь. М - нижний топологический предел последо

вательности нривых {Fn}. Понажем, что имеет место сильная боковая 
сходпмость после;\овюельности {/п (х) } и 9 (х) типа А и Сл (аналогично 
доназывается сильная боновая сходимость {/п (х)} к ljl (х) типа В и Св). 
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Так как график фующии ер (х) принадлежит нижнему топологическому 
пределу, то 1-е условие сильной боковой сходимости выполнено. Пока
жем, что 2-е условие танже выполнено. 

Пусть х0 принадлежит области изменения независимого переменного 
для последовательности ffп (х)}. Из определения ер (х) вытекает, что 
ер (х0 ) > f (х0). Возьмем произвольное 'У)> О. Утверждается, что найдется 
таное о > О, что при 1 х - х0 1 < о для беснонечного числа номеров п 
fп (х) < ер (хо) +'У/· 

Допустим, что это не таи. Значит, существует такое 'У/о> О, что для 
любого о> О можно найти таное N 1 , что для п > N 1 , найдется Хп такое, 
что lxn-Yoi<o и /n(Xn) ;;;;.ep (x0)+'YJo· Пусть при п>N2 l/n(x0 ) 

- f (х0 ) 1 < 'У) 0 . Тогда при п > max (N 1 , N 2) нривая Fn проходит через 
о-онрестность ТОЧI\И (хо, ер (хо)+ 'У/о)· Значит, точка (хо, ер (хо)+ 'У/о) принад
лежит нижнему топологичесrшму пределу, что противоречиво. 

До ст ат очно ст ь. Имеет место сильная боковая сходимость f!п (х)} 
R ер (х) типа А и Сл и к ф (х) типа В и Св. Надо поназать, что множе
ство М'"" [9 (х), ф (х)] является нижним топологическим пределом для 
последовательности н:ривых {Fn}· 

В силу 1-1·0 условия сильной боновой сходимости точни графиков 
фующий 9 (х) и ф (х) принадлежат нижнему топологичесному пределу, 
поэтому из свойства 3 топологичеснuго предела следует, что точки, запол
.няющие вертикальные отрезки между графиками фунrщий ер (х) и ф (х), 
танже принадлежат нижнему топологичесному пределу, т. е. М cF. 

Остается показать, что если точка РЕМ, то РЕ!!._ 1 . Так кан: 

Р (х0 , у0 ) ЕМ, то либо Уо > !f (х0), либо у0 < ф (х0 ). Црложим для опре

деленности Уо > ер (х0 ). Пусть 'У)= Уп -; (хо). В силу 2-го условия сильной 
боновой сходимости найдется о > О, что при 1 х- х0 / < о выполняется для 
бесконечного числа номеров п неравенство fn (х) <ер (х0) + ~ . Пусть далее 
а= min ( (,, j) , тогда в а - окрестности точни Р нет точек бесчислен

ного множества кривых F п. Значит РЕ F. Таким образом, 111 :::::J ! , 
т. е. М =F, что и требовалось доназать. 

ТеперЬ можно поставить нашу задачу сJ:1едующим образом: дать 
необходимые и достаточные условия того, чтобы для трех ограниченных 
функций q; (х) > f (х) > ф (х) существовала последовательность непрерывных 
фуннций {! п ( х)} , обладающая двумя свойствами: 

1. lim fn (х) = f (х). 
П-->СО 

2. ftп (х)} имеет слабую (сильную) боковую сходимость к ер (х) типа 
А и Сл и к ljl(x) типа В и Св. 

Решение этой задачи дает следующая 
О сп овна я теорем а. Чтобы для трех ограпиченных функций 

ер (х) > f (х) ;;:;;. ф (х) существовала последовательность непрерывных функ
ций i fп (х)}, обладающая следующими двумя свойства.ми: 

1. lim/n(x)=/(x). 
П-->СО 

2. {/п (х)} имеет слабую (сильную) боковую схода.мость к ср (х) типа 
А и Сл 1z к ф (х) типа В zi Св, необходимо и достаточно, чтобы: 

1. f (х) была функцией 1-го класса. 
2. ер (х) и qi (х) бы.ли по.лунепрерывными соответственно сверху 

и спиау. 
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3. ер (х) =у (х) па множестве второй категории па исходном иптер
вале 1. 

Донажем несколыю лемм. Положим 

Ф (х) = ер (х) - f (х) >О и W (х) = f (х) - ф (х) >О. 

Пусть налее последовательность непрерывных фующий Uп (х)} схо
дится н f (х) и имеет слабую (сильную) боковую сходимость н <р (х) типа 
А и С л и н ljJ ( х) типа В и Св . 

Лемм а 1. Множество Е (Ф (х) > r-) нигде не плотно, если fL > О. 
Допустим противное, тогда найдется такое fLo > О, что на ненотором 

сегменте [ а.0 , ~0 ] множество Е ( ,j_) (х) :> fl'o) всюду плотно. Так нак f (х) -
фушщия 1-ro . нласса, то на любом интервале найдется точ1ш непрерыв
ности, в частности, и на интервале (о:о, ~о)· Пусть ЭТО будет точна е. 
В таном случае найдется такая окрестность точки (; - сегмент [ а1 , ~ 1] С 

с(а.0 , ~0 ), что \ f(~)-f(x)\ <1i9 для хЕ[а1, ~1] · 
Таним образом, графин функции f (х) на [ о: 1 , ~ 1] лежит внутри прямо-

угольника ширины µ; с центром в точке. (~, f (е)). Точки графина фупк
цпи ер (х) для всюду плотного на [ а 1 , ~ 1] множества точек х лежат выше 

прям:оii у= f (е) + :. fLo· С другой стороны, множество Е {ер (х) > f (е) + 
+ - f'-o в силу полунепрерывности сверху ер (х) замкнуто. Значит, 3 } 

t, 
3 

'f (х) > f (е) + т. fLo длн всех х Е [ а 1 , ~ 1]. Пусть 

х1 Е ( а 1 , ~ 1) и г1 = min ( ~ , ~ 1 - х 1 , х 1 - а1) . 

В сю1у боновой сходимости (сильной или слабой) найдется такое п 1 , что 
r;ривая F п1 - графин функции f n 1 (х) - будет иметь точки в г1 - онрест
ности точки (х 1 , ср (х 1)); поэтому графин функции fп1 (х) будет лежать 

выше прнмой st (у = f Щ + ~) на некотором интервале ( о: 2 , ~2 ) С ( ~1 , ~ 1). 
Возьмем х2 Е (о:2 , ~2) 11 г2 = min ( ~ , ~2 - х2 , :r2 - а2 ) • В силу боновой 
сходимости найдется такое n2 > n1, что графин фушщии fп2 (х) будет 
иметь точкл в г2 -о:нрестности точни (х2 , <р (х2 )), поr>тому графин фунн
ции f n 2 (х) будет лежать выше прямой st на ненотором интервале 
(а 3 , ~3) С ( а.2 , р2 ). Этот процесс будем неограниченно продолжать. 

Получим последовательность натуральных чисел п1 < п2 < ... < 
< nk < . . . и последовательность сегментов [а 1, ~ 1] :::J [ о:2 , ~ 2 ] :::J ... :::J 
:::J [ ak, ~k] :=J ... 

Последовательность вложенных сегментов имеет по :нрайней мере 
одну общую точну 71. Утверждается, что в точне х = 11 последователь-

ность 1/п(11)} не может сходиться н f (71). В самом деле, пусть г < ~0 
и п- произвольное натуральное число, тогда найдется nk > п, для которого 

1 Мnожеством 2-й категории па простуанстве Р называется такое wножество, 
,.;ополнепие к которому есть множество 1-и категории на Р . 
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Так как '"f/ Е [ a.k, ~k], то 1 fnk ('1/) - f ('11) 1 >~о> :з Мы пришди н про- , 
тиворечию. Лемма 1 доказана. Аналогично доназывается следующая. 

Лемма 1'. Множество E(l]f(x)>f!') нигде не плотно, если f!->0. 
Лемм а 2. Пусть в полосе [ - l <у -< + l] ле;Jи:ит за.ющутие святое 

.множество Р, обладающее следующими свойствами: 
1. R аждая ве ртипаль х = х0 , где х0 Е [а , Ь], имеет по п рай ней мере 

одну общую точпу с лщожеством Р. 
2. Если точпи Q1 (х 1 , у 1) и Q2 (х 1 , у2 ) ЕР, то отрезок Q1Q2 ЕР. 
Тогда из того, что точки К1 (х', у') и К2 (х', y")ES(P, а) следует, 

что отрезок К 1К2 Е S (Р, 'а) (S (Р, а) - а- 01<рестность множества Р). 
Лемма 2 очевидна. 
Пусть множество Р удовлетворяет условиям леммы 2 и пусть Уа

граница S (Р, а). Замкнутое множество у. в сю1у того, что множество 

(х ,!fJ(Xz)} Р лежит в полосе [ - l <,у< 
z [:r_,,(f'(X.,)} <+l], либо связно, либо 

состоит из двух связных мно

жеств. Определим в прямо
угол ънике r. {а < х -<, Ь; - l <, 
<У< + l} множества Уа и 
у а - верхняя и нижняя гра-

нИ:цы S (Р, а) так: 
Точка Q (х, у) Е уа, если 

Q Е у а П r. и если существует 
такая точна L (х', у') ЕР, что 
Х

1 

=Х И у'< у. 
Точка Q (х, у) Е Уа• если 

1 : 1 1 Q Е Уа Пr. и если существует 
1 aJ 1 f3. 1 1 такан точка L (х', у') ЕР, что 

1 1 IJ 1 1 1 J -
L.-...Jl1.-1--L-J.---"-· -'·'--:i----:---::--~ х' = х и у' > у. 
"о Ct't ~ 11 х2 ~ .; /Зг /3, fЗо Очевидно, что Уа+ у~= 

Рис. 1 _ 
УаПr. И УаПУа пусто. Сформу-

лируем без до:казатедьства следующую демму: 

Лемма 3. Если точпи Q1(x0, у1) и Q2(x0, у2)ЕУа (или Уа), тогда. 

отрезок Q1Q2 Е Уа (или Уа) · 
Лемм а 4. Пусть -дан .минимальный топологический предел F min. 

соответствующий ?рафипу ограничmной фунпции f (х); значит, 1 f(х) 1 -< l. 
Пусть а - произвольное положительное число. Можно построить тапие 

щпрерывные фунпции g(x) и g(x), что g(x)>f(x)>g(x) и их граifикu 
лежаr;~ в S(Fmiп, а). -- - -

Ясно, что -l< IJ>(x)<f(x)<;cp(x) -<, +z, гдо cp(x)=M(f, х) и ~(х)= 
=т(f,х). 

Rан известно, lj> ( х) - подунепрерывная снизу фующия - есть предел 
неубывающей последовательности непрерывных фун:rщий1 , например: 

qn (х) = inf (IJI (z) + п 1х -z 1 ). 
z 

Полунепрерывная сверху функция <р (х)- есть предел невозрастающей 
последовательности непрерывных функций, например: 

Рп (х) =SUp ( <р (z)-п 1x-z1 ). 
z 

:i См. Хаусдорф, «Теория множеств». ОНТИ ННТПСССР, М.-Л., 1937, стр. 238 . . 
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Легко показать, что qп (х)-непрерывная функция. Мы покажем, что при 
достаточно большом номере п ее график лежит в S (F min, а). 

о 2[ + 6 о '\7 
Пусть О < г < ,1 - и п0 выбрано так, что -----..... < _1- . ,утверждается, 

r 2 по у 2 

что график функции qп0 (х) лежит в S(Fmi11 , а). Для этого достаточно 
показать, что точка А(х0 , qп0 (x0))ES(Fmin, а). 

Из определения qп0 (х) следует, что найдется такое число z, что 

ф ( z) + п0 \ Х0 - z 1 < q по ( Х 
0

) + г <: l + г ИЛИ п0 1 х0 - Z 1 < l + г - ф ( Z) -< 2l + г, 
21 +s а 

так как qп (х) <: 'f (х) и ф (х) > - l. Итак 1 х0 - z 1 < -- < _r<. . Так как 
по 1' 2 

ф (z) < qп0 (х0 ) + г, то точка 
В (z, ф (z)) расположена ниже 
прямой у= qп0 (х0 ) + г. Возмож-
ны два случая: 

1. ф (z) > qп0 (х0 ), C[x
0

,rp(x
0
)} 

тогда 

р2 (А, В) <: z2 + (2еп~ "} < 
а2 а2 . 

< 2+2=cr2, 

ибо 
/ 

/ 

Мы получили р (А, В)< cr. Рис. 2 

Это означает, что А Е S (F min, cr). 
2. ф (z) < qп0 (х0 ). Точна С (х0 , ф (х0)) расположена не ниже прямой 

y=qп0 (:r0), так как ф(х0) > qп0 (х0). Далее CEFmin и BEFmin, поэтому 
найдется континуум у Е F min , соединяющий точи и В и С и лещащий 

в полосе 1 х - х0 1 <: 1 z - х0 \ < ~ . Нонтпнуум у имеет общую точну 

D (е' qпо (хо)) с прямой у= qпо (хо), причем 1 е - Хо 1-< 1 z - Хи 1 < f?. . Тогда 
р (А, D) = \ ~ -х0 1 < ;

2 
< а, т. е. А Е S (Fmin, о), что и требовалось дона

зать. Положим g (х) = q,1 0 (х) < ф (х) < f (х). 
Аналогично строится непрерывная функция g (х) > rp (х);;;;;. f (х), графиr-. 

ноторой расположен в S (Fmin, cr). Этим лемма 4 доказана. 
Лемм а 5. Пусть F min - .Аtинимальный топологичеспий предел, отве

чающий ограниченной фунпqии 1-го пласса f (х). Тогда существует после
довательность непрерывных фунпqий { liп (х)} тапая, что lim hп (::i;) = f (х) 

п-->оо 

и lt Hn=Fmш, где Нп-графип фунщии hп(х). 
п-.оо 

Таи кан /(х) -фунrщия 1-го нласса, то сущеетвует последователь
ность непрерывных фующий {/п (х) }, сходнщаяся к f (х). На основании 
леммы 4 для каждого оп можно построить непрерывные функции gп (х) 

и gn (х) такие, что gп (х) > f (х) > gn (х) и графики их лежат в S (F min, оп)· 
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Положим hп (х) =шах {min [gn (х), fп (х)], gn (х)}. Очевидно, что 

hп (х) - непрерывная: фушщпя:. Утверждается:, что -Тt~п (х)} сходится: н: f (х) 
и верхний топологnческпй прРдел ее графинов {Н n} равен Frnin. 

В самом деле, возможны два случая: 

а. fп (х) > f (х), тогда 
О<, hп (х) - f (х) = шin [gп (:1i), fп (х)] - f (х) < fn (х) -f(x). 

Ь. fп (х) < f (х), тогда 

О< f (х) - hп (х) = f (х) - шах Un (х), gп (х)] <, f (х) - fn (х). 

Значит, 1 / (х) - lin (х) ! Е;;; 1 f (х) - f п (х) 1, т. е. hп (х) ___,. f (х) при п--нх:J. 
Второе утверждение очевидно. Этим Ziемма 5 доназ~на. 

Сформулируем без дон:азательства две леммы, н:оторые являются 
простым следствием из определений верхнего и нижнего топологических 
пределов для последовательностп непрерывных кривых {Fn}· 

Лемма 6. Пусть верхний топологический предел F= lt Fn после-
п--н:о 

дователъности непрерывных кривых {Fn} ограничен, тогда для любого 
полОJк:ителького числа ;; существует такое кату ральное число N, что 
при п>N FnCS(F, а). 

Лемма 7. Пусть нижний топологический пределF= ~ Fn после-
п .... m 

оовательности непрерывкых кривых {Fn} ограничен; тогда для любого 
положительного числа а существует такое кату ралъное число N, 'ЧЛLО 

при п > N Fп П S(x, а) =1= О для любого xEF. . . 
Дон: аз ат ель ст в о о снов ной теоремы. Необходим о ст ь. 

Пусть последовательность непрерывных функций сходится: н ограничен
ной фушщии f ( х) и имеет слабую (сильную) боновую сходимость н ср (х) 
типа А и С А и к tjl (х) типа В и С 8 (где q;> (х) и tjl (х) - ограниченные 
функции). Ясно, что f (х) - функция 1--го класса. Далее из бон:овой· схо
димости (сильной или слабой) следует, что f (х) - полунепрерывна сверху, 
а tjl (х) - полунепрерывна снизу . Остается: поназать, что ер (х) = tjl (х) 
на множестве 2--й натегории. Пусть Е - множество точен х, для rшторых 
q;> (х) =F ф (х), значит, по нрайней мере, илп ср (х) =F f (х) или <ji (х) =1= f (х). 
Тогда 

Е = h Е { qi (х) - ф (х) > ~ } = 
n = 1 

со со . 

= L: Е { rp (х) - f (х) > : } + h Е { f (х) - ф (х) > ~} = 
n =1 n=I 

со со 

"1 { 11 "1 r 11 
= LJ Е Ф (х) > n J + LJ Е l IJ! (х) >--;- J 

n=1 n=i 

Из лемм 1 и 1' и этого. равенства следует, что Е - множество типа F. -

есть множество первой категории, ибо Е { Ф (х) > ~} и Е { q:r (х) > * } 
нигде не плотны. Это и по:казывает, что дополнительное множество, 
т. е. множество тех точек х, для :которых rp (х) =lji (х), -множество второй 
:натегории. 
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До ст ат очно ст ь. Дапы ограниченные фующпи ер (х) > f (х) > ф (х), 
заданные па отрезне [а, Ь], /(х) - фуннция 1-го нласса, r.p(x) n ф(х) 
полунеnрерывны соответствепно сверху и снизу и множество точен х, 

где <р (х) = ф (х) - множество 2-й натегории. Построим последовательность 
непрерывных фующиu {/n (х)}, сходящуюся н f (х) и имеющую боновую 
сходимость н фуннции 9 (х) типа А и С А и н ф (х) тпnа В л С 8 . 

Воаьмем последовательность положительных чпсел { ·n}, монотонно 
стремящихся н О. По лемме 5 существует последовательность непрерыв
ных фупнций {hn(x)} таная,. что на отрезне [а,Ь] limliп(x)=f(x) 

n ..... oo 

и lt Нп = Fmin• где Н п- графин фушщии hп (х). На основаnпи леммы 6 

можно считать, что HnCS(Fm;1" "'n)· 
Пусть Е~ -мuожество танпх значениu х, для ноторых точна [х, ер (х)] 

лежит вне S (F min, -:;n) и D~ - множество танпх зuачений х, для ноторых 
точна [х, ф (х)] лежит впе S (Fmin. an)· Утверждается, что множества 

о ~ 

Еп и Dn замтшуты л нигде пе плотны. Доназательство проведем для 

множества Е~. Аналогичнымп рассуждениями проводится доназательство 
для D~. 

Если Е~ пусто или конечно, то утверждение очевпдпо. Пусть 
Е~ беснонечно. Пусть, далее, ~ -предельная точн:а для Е~1 • Тогда~= lim xk, 

k-+oo 
о . 

где Xk Е Еп, значит ТОЧI{а (xk, ер (х1.)) лежит вне S (F min, cn), а следова-

тельно, выше S(Fmin. crn)· Положим, что ~ЕЕ~, т. е. точна( ; , r.p( ;)) лежит 
внутри S (F min, an)· Тогда найдется таное .о > О, что нвадрат со стороuами, 
равными 2 и параллельнымп ноордпнатпым осям и с центром в точне 
(е, ~ ( )) лежит внутри области S (Fmin, an)· В силу полупепрерывности 
сверху функцип <р (х) найдется такое а> О, что при 1 ~ - х 1 < rJ, ер (х) < 
< <р (~ ) + z. Пусть z0 = min (z, r,). Для 1 ~ -xk 1 < ~0 точна (xk, ер (х")) л~жnт 
ниже нвадрата, тан кан опа не может находиться внутри квадрата, 

лежащего внутри области S (Fmin• а11 ). Ниже точни [х1" <р (х;.)] найдется 
точна А F min С S (F miш an) и с абсциссой х = xk. С другой стороны 
точна B(xk, 9(~)) лежит в квадрате, значит, в S(Fmin, cn)· Тuгда в силу 
леммы 2 отрсзоI{ АВ С.. S (F min, crn), а потому точна (xk, <р (xk)) Е АВ С 

cS(Fm;n, -л)· Мы пришли н протпворечию. Значит ~ЕЕ~, т. е, Е~ замк
нуто. Нигде пешютность мnожества Е~ следует из nнлючениu 

Е~СЕ {ер (x) - f (х) :> vл} СЕ {ер (х)-ф (х) :> an), 

где Е { r.p (х)- ф (х) > ап) замннуто и нигде не плотно, так нак в против-

°" 
ном случае 2J Е { r.p (х) -ф (х) > ап} не было бы множеством 1-й нате-

n=1 
гории. 

Для наждого номера п определим фуннции r.pn (х) и Фп (х), ноторые 
будут играть роль верхней и нижней фуннций ДJIЯ некоторой последо
вательности непрерывных функций, сходящейся к hп (х) 

( ) 
_ { <р (х) на Е~ 

epn Х -
hп (х) на СЕ~ { 

ф(х}на D~ 
ф х -,л()- hп(х)наСD~ 

Очевидно, что фуннции <рл (х) и ~л (х) полунепрерывны соответственно 
сверху и снизу. 
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Пусть, даJ1ее, Е~ = Е { ш (r.p11 , Е~) > а11 } - множеетво точек х, для кото
рых колебание фунrщпи 911 (х) относительно множества Е~ больше или 

п Ео Е' Ek-1 П равно 011 . усть определены множества m 11 , •.. , /1 • олагаем 

Е~=Е{ш(ср11 , Е~- 1 )>011 } . В силу замкнутости множества Е~ и поJ1у-
( k 1) Ek непрерывности сверху функции w ср 11 , Е11- множество 11 замкнуто и 

Ео Е' Ек Т Е0 
п :::Э п :::Э •.. :J 11 :::Э . • • ак нак 11 нигде не плотно, то множество 

Е~ также нигде не плотно. 
Покажем, что если Е~ =/=О, то найдется такое целое неотрицатель

ное число тп, ЧТО вr;:п =1= о и Е~ =о при k > т11· 
Предварительно до1<юкем, что если х0 ЕЕ~, то точка [ х0 , <р(х0) ] лежит 

не ниже верхней границы "(а11 множества S (Fmin• 0 11), сдвинутой в поло

жительном направлении вдоль оси ОУ на расстояние, равное k · ап. 
Доказательство будем вести по индукции. В самом деле при k =0, 
если х0 ЕЕ~, то по определению точка (х0 , r.p (х0)) лежит вне S (F miш a.n), 
т. е. не ниже Уа" (k · 0 11 =О), таним образом, утверждение имеет место. 

Положим, оно справедливо для k =О, 1, ... , s - 1. Понажем, что 

оно имеет место для k=s. Пусть х0 ЕЕ~, значит, ш[<р11 (х0), Е~- 1 ] >оп х0 
-предельная для точен: множества Е~- 1 , так нак в изолированной 
точне х множества Е:1- 1 

w [ :р11 (х), Е~- 1 ] =О, т. е. х ЕЕ~. Пусть 
M[r.p11(x0), Е~- 1 ] и m[r.p11 (x0), Е~- 1 ] соответственно мансимум и минимум. 
функции ср11 (х) в точт.;е х0 относптельно множества Е~-1 • Так как q:i11 (х) -
полунепрерывная сверху фуНКЦИЯ, ТО М (<рп (х0), Е:1- 1 ) = <prt (хо)· Далее, 
из соотношения 

s 1 
следует, что т[ср11 (х0), Еп- ]-<т11 (х0)-оп. Значит, сколь угодно близно 

к точке (х0 , т [ :р 11 (х0), E~-t ]) найдутся точки (xu <р 11 (xJ), где х1 Е Е~- 1 
, 

расположенные по ипдуктивно~у предположению не ниже сдвинутой 

вверх на расстояние, равное (s -1) :;11 верхней границы Уап · В силу 
замкнутости Уап и леммы 3 точки (х0 , т [ ср11 (х0), Е~- 1 

]) и (х0 , <р11 (х0) - 011) 

лежат таюне не ниже сдвинутой вверх на расстояние, равное (s - 1) 0 11 , 

верхней границы У:п · Точка (х0 , cr (х0)) лежит выше точки (х0 , ер (х0) -оп) 
на оп, значит, она лежит не ниже сдвинутой на оп+ (s - 1) Оп= s ·оп 
верхней границы Уап· Утверждение доказано . 

В силу того, что функция <р (х) ограничена и множество "{а11 так2_1<е 

ограничено, при достаточно большом s0 сдвинутая вверх на s0 0 11 граница "{а11 
будет расположена выше графика функции <р (х), т. е Е~0 =О. Таним 
образои, если Е~ =1= О, то существует такое целое число т11 > О, что 
Е'::п=l=О, а Е~ =О при k > тп. 

Аналогично строятся множества D~, ... , D~, ... , где 

k о , Dk 
Множества D11 - замннуты, нигде не плотны и Dп :::Э Dп :::Э ••• :::Э /1 :::Э ••• 
Нетрудно убедиться, что если D~ =1= О, то существует таr<ое целое неот-

Р k 0 k рицательное число р11 , что D11 п =1= О и Dn = при > Рп· 
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Пусть Pn=E{ru[f(x)]>on}· Рп-замкнутое и нигде не плотное мно
жество, так как f (х)-- функция 1-го класса. Тогда L~ = Рп + Е~ + D~ -
3амкнутое нигде не плотное множество. Рассмотрим множества Е~, ... , ЕТ::n, 
сели Е~ 4: О и D~, ... , D~п, если D~ -=f: О. Если Е~=О, то его не рас
сматриваем; аналогично поступают с D~ = О. 

Выпишем для рассматриваемых множеств таблицы смежных интер
валов, располагая их в порядке невозрастания длин 

Е~ ~10, ~;о , ... , о~о , . . . D~ 010, а;о , ... , о~о , ... 

~· ' О2тп' · · ·' Okmп• • • · 

где положено 

o;k = (a;k, ь;k) и a;k = (a;k, ь;k)· 

Преобразуем эти таблицы. Пусть л;k и л;k-множества, состоящие 
11з смежных интервалов соответственно множеств Е~ и D~ с длиной 

v 1 о л' л· не меньшеиу чем Т . чевидно, что множества ik и ik состоят из конеч-

ного числа смежных интервалов. Получим таблицы 

л;0 , .•. , Л~о , ... ' . . . 

При этом очевидно, что Л~,k-::l Л~- 1 ,k и д;,k-::lл;_ 1 ,k ~;k-::l л;,k-t 
и л;k -::J д;,k-t · В последнем случае знак включения понимается как 
покрытие. 

Построим последовательность непрерывных функций {h~(x)}, обла
дающую следующими свойствами: 1. lim h~ (х) = hп (х) и 2. {h~ (х)} имеет 

k-.co 

бон:овую сходимость н <?п(х) типа А и cd. и l{ Фл(х) типа ВиСв 
с т ОЧНО Ст Ь Ю до un. 

Последнее надо понимать так: пусть <р~ (х) и ф~ (х) - соответственно 

верхняя и нижняя функции для последовательности th~ (х)}, тогда 
О <;; 'Рп (х) - <р~ (х)-< un И О<;; ф~ (х) -Фл (х) <;;Оп . 

Возможны два случая: 

1. Е~ = D~ =О, тогда полагаем h~ (х) = hп (х) k = 1, 2, . . . Последова
тельность {h~(x)} очевидно удовлетворяет вышеперечисленным свойствам. 

2. По крайней мере одно из множеств Е~ или D~ не пусто. В даль
нейшем, если Е~ =О, то соответствующую ему таблицу не рассматриваем, 
если D~ =О, то поступаем аналогично. ! 

Для построения h~ (х) во втором случае рассмотрим k-тые столбцы 
таблиц 

' ' Л' Л;.о, Лk1' · · ·' kтп, 

Мы имее~ совокупность систем смежных интервалов. Нонцы этих 
смежных интервалов (их нонечное число) определяют нонечную систему 

А 1 А2 Ask 
точен k, "' •.• , k • 

Положим 

rт.k= min { i , р (А~, Ai)}, где 1 <;; r, l<,, sk. (**) 
(r, l)r '1=l 
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Отложим отрезки длипы а: от концов А~ внутрь смежных интерuа
лов, рассматриваемой системы(*). В силу выбора (],1" полученные отрею-;и не 
содержат внутри себя точек системы (**). Вне построенных отрезков 

полагаем h~ (х) = hп (х). Определим функцию li~ (х) на отрезнах. 
I п ak г . усть отрезок длины 3 отложен вправо от точки Ak. На этом от-

рез1-\е [а~, а~+ а~, ] (а~-абсцисса точни Л~,), множество L~ нигде не 
плотно. В таRом случае на нем наiiдетсл интерва;~:, не содержащий точек 

множества L~. Возьмем для определенности наибольший из таних интерва-

fli,f<7.')г- - - -
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 1 1 
~tй;.Jг - _j_ -1- _,_. 1 

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 
1Efl~ 1 ~1a1 
1 4 1 4 1 <' 1 4 1 

'------'~ 
а, _" 
rH а";, 

Рис. 3 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

__; Q: 

а;~ -J-

лов, если их несколько, то самый близRий к точRе А~. Пусть это будет (а~,. 
~~г)· На [а~, а~+ азk 1-(а~г. а~г) полагаем h~ (х) = hп (х). Далее опре
делим li~ (х) на (а~" а'kг) следующим образом: 

п -" -, d 
усть аkг - аkг = 

r hп (а;,г) . при X=a~r 

9'п (ak) 
-, d 

х=акг+ t; 

с-, d) 
- d 

hп аkг·+ 2 х=а!сг+- 1' 

h~ (х) = { 2 
-, Зd 

ljJn (аkг) Х=аkг+ 4 

hп (а~) 
-;, 

Х=аkг 

в остальных частлх интервала (аiг. а~г) -линейно. 

II. Отрезок длины ak_ отложен влево от точки А~. В этом случае 
3 . 

h~(x) определяетсл аналогично. 
Очевидно, что построенная функция h~ (х) непрерывна. Покажем, 

что lim h~ (х) = hп (х). 
k-HX> ' 
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1. Пусть . х0 Е L~, тогда liп (х0) = hп (х0) для любого номера k, и все 
доназано. 

2 п -Lo -Ео -Do . усть х0 Е п, значит, х0 Е п и х0 ~ п, поэтому точка х0 принад-

лежит смежному ' 'интервалу о'= (а', Ь') R множеству Е~ и смюнному 
интервалу о"= (а", Ь") к множеству D~. 

Положим ~=min{1,(a', х0 ), f'(X0, Ь'), р(а", х0), р(х0 , Ь")}. Пусть. 

k 1 'l' k k ak 1 1 r:! далее о> ц . ОГДа при :;;;. ·0 , 3< м< Зkо < !"' Т. е. ТОЧКа Хо лежит 

вне . откладываемых отрезков длины а3" . Поэтому при k > k0 h~ (х0) = 

= hп (х0); эти~r сходимость доказана. 

Теперь поRа~-нем, что {h; (х)} имеет боr-ювую сходимость к Cfiп (х) 
типа А и С А с точностью до сrп. Аналогично доказывается: боновая: схо
димость I-\ ljJ (х) типа В и С в с точностью до оп. Сначала понажем, что
выполнено 1-е условие сильной боновой сходимости. 

1. Пусть х0 ЁЕ~ . Тогда х0 Е о'=(а', Ь')-смежному н множеству Е~
С другой стороны Сfп (х0) = hп (х0) = lim /i; (х0), поэтому 1-е условие 

k-+00 

сильной боновой сходимо~ти выполнено. 

2. Пусть х0 ЕЕ~, тогда существует таное чпсло т, что х0 ЕЕ~ 
и х0 Е ЕТ-::+ 1 , .тан нан множеств ЕТ-::=1= О нонечнос число. 

а) х0 .,-- точна 1-го рода или изолированная замннутого множества Е":._. 
В этом случае имеет место также точная боновая сходимость н 'fп ( х0) . 
В самом деле, пусть - г произвольное положительное число. Так наr~ 

х0 - точна 1-го рода или изолированная для множества Е':, то она 
.является нонцом смежного интервала a;m длины (J, т. е. х0 =а;;. Пусть. 

k0 > max ( ~ , ~ ) . Тогда при k > k0 интервал а; т входит в систему 

Л~о , Лj, 1 , ••. , 1 /,тп, так нан + < k0 < k или р > ~ . По построению функ

ции li~ (х) на интервале ( х0 - а~, , х0 + ~k) найдется такая точна х", ч•~-о 

h~ (х.-..) = Сfп (а~) = Сfп (х0) и 1 Х1< - х0 1 < ~ < 3
1
" < г при k > k0• Тогда 

V (х0 - х,;)2 + [<рп (х0) - h~ (х,:. )] 2 = V(x0 - х,.)2=1 х0 - Xk 1 < г при k > k0 • 

Значит, в этом случае 1-е условие сильной боковой сходимости выполнено. 
Ь) х0 - точна 2-го рода замкнутого множества Ет:;. В этом случае 

имеет место боновая сходимость к Сfп (х0 ) с точностью до Gп. 

Тан нак Хо Е вr;+ 1 , ТО Хо Е a;,m +1 = (a;,m+I • ь:,т+1)- смежному интер
валу н множеству Ей>+ 1 , и m [ 'fп (х0), Ет:;] < оп. Поэтому найдется такое 

"fJ>O, что l'fп(х)-Сfп(х0)/<ап для хЕ[х0 -'У),Хо+"'l]ПЕ::'. Возьмем 
произвольное положительное число z . Пусть 

~=min{p(a;,m+1,Xo), р(Хо, ь:,т+1), Z,"f)}. 

Пусть о - сме.щный интервал 1-\ Е';, обладающий тем свойством, что 
длина интервала а n s (хо. ~) наибольшая (если их несколыю, берем 

самый близкий R точне Хо)· Пусть длина а n s (хо,~) ' равна р, ko > _!._ 
р 

и k > k 0 • По нрайней мере один и::~ концов интервала 8 вместе с частью 
интервала а длины р расположен в s (хо,~). Так RaI-\ длина интервала а 
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1 
больше или равна р и k > - , то интервал 8 попадает в систему ( *). 

р 

и . ak 1 1 1 ~ n s ~) так ню, 3 <: Зk <: Зkо < ko <: р, то на интервале u ( х0 , 1' длины р 

h~ (х) определена так, как указано в пунl:\тах I и П. В силу того, что 
нонец у интервала 8 лежит н S(x0,~)CS(x0 ,"f/), то /y-x0 /<~<:"f/ 
9н(Y)>'Pn(x0)-on. И значит, при k > ko на [х0 -~, х0 +~] 

шах li~ (х) > <рп (х0) - Оп (~<:а). 

Значит первое условие сильной боковой сходимости выполнено. 
Понажем, что выполнено второе условие слабой боновой сходимости. 

Возьмем произвольное "f/ >О. В силу полунепрерывности сверху фующии 
tfn (х) найдетсн такое число у> О, что при / х - х0 / <у 

<рп (х) < ерп (хо)+ "f/· 
Далее, неравенство li~ (х) < ерп (х0 ) + "f/ может не' выполняться, если 

-существует таное значенnе х вне пнтервала (х0 -у, х0 +у), что <pn (х) > 
> <рп (х0) + "f/ и отвечающий ему отрезок длины:; пересенается интерва-

, ) в k k 2 а,, 1 1 r .лом (х0 - у, х0 ;- у . таrюм случае при > 0 > 
31

, 3 <: Зk <: Зkо < 2 и 

потому такой отрезон длины а; не перес.екается с интервалом ( х0 - ~ , 

Х0 + ; ). Значит при k > k0 п х Е ( х0 - ~ , х0 + ~) h~ (х) < ерп (х0) + "f/, 

J. о. выполнено второе условие слабой боновой сходимости. Этим ~она
зана боновая сходпмость последовательности непрерыьных фушщий {li~ (х)} 
Н 9n (х) С ТОЧНОСТЬЮ ДО Cin· 

Итаr<, мы построплп последовательность непрерывных фующий 
li:, (х), h~ (х), ... , М (х), ... , сходнщуюся к liп (х) и имеющую боковую 
сходимость с точностью до Cin н функциям cpn (х) и l\ln (х) в у1-шзанно:м: 
смысле. 

Расс:м:отрuм последователыюсть 

!ф(х), lф (х), ... , h!k(x), ... ,где ~ 1 <~2 < ... <~k< ... 
Докажем, что предел {li~k (х)} существует и равен f (х). 
1. Пусть х -Е ~ L~. Так кан тогда х0 Ё ~ Р п, то х0 - точна непре-

n = t n= t 
- со - со 

ры.вности фующпи f (х). Далее из того, что х0 Е ~ Е~ и х0 Е ~ D~, 
n = i n=i 

следует , что точни (х0 , ер (х0 )) и (х0 , ~ (х0)) лежат в S (Fmin, un) при 
шобо:м: п, значит, принадлежат F шiн · Тогда ер (х0) = М (/, Хо)= f (хо) 
н ф (х0) = т (!, х0) = f (х0) -в сплу nеирерывности функции f (х) в точне х0 • 
Отсюда следует, что х0 - точка непрерывноети фуннции ер (х) и ф (х). 
llоэтому для любого в > О наiiдетея такое "f/ >О, что при 1 х - х0 1 < "f/ 

1 ер (х) - ер (х0) 1 < ; и 1 ф (х) -ф (хо) 1 < ; . 

Нроме того, ф (х) .< f (х) <:ер (х), потому значения фующии f (х), ер (х) 
н ф (х) для х0 - "f/ < х < х0 + "f/ лежат в ирямоугольниl\е 

1 Х - Хо 1 < "f/ i У - f (Хо) 1 < ·; · 
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min(E, 'IJ) 
Возьмем cika <-

2
- и пусть k > k0 • 

Тогда в силу выбора номера k часть полосы 1 х -х0 / < j , лежащая 

11не прямоугольнина \х-х0 \< i, /y-f(x0)\<e, лежит вне S(Fmin• cik)· 

В таком случае, тю.; нан график фуннции hk (х) по определению 'лежит 

:в S(Fmin,cik), для \x-x0 /<t и k'";;J:-k0 /f(x0)-hk(x)\<в. Положим 

1. { 4 k l П k k А k k 4 1 ЗУ) Д 
.fL 1 °";;J:- max 3~, "oj- ри > 1,rk > > 1 ~ 31J, т.е. a.k<fk<t; · алее, 

на (х0 - ~, х0 + ~) графи-
1 1 

J.<И фунrщий ер (х), ljl (х) и 1 1 
hk(x) (k>k1 '";;J:-k0) лежат вну- 11Jx) L _ _ _ _ __ l __ _ 
три прямоугольника 1 1~ 

1 х - Хо 1 < ~ 1 У - f (хо) 1 <в. ~ L1 ----L---4-. ~---1-----"--, i е: 
Неравенство \li~,k(x)-f(xo)l<в : - - _ l _ - - ~ 2 

может не выполняться, если 
1 

f{.:J:,;)=r.p(:.roJ=rp(:xoJ 1 ~ 
•существует таное значе- } ~ 

ние х вне интервала (х0 --%, ~ _ _ _ __ -~ __ _ 
Хо+ ~),что J 'f11<(x) - f (х0) 1 > в 1 1 

или \ ljik (x) - f (х0) 1 > е и 1 

QТвечающий ему отрезан: 
хо-11 

длины a
3
k пересенается с ин-

тервалом ( х0 - ~- , х0 + ~) . 

х _ 71 
о 2 

Рис. 4. 

В таном случае при k > k 1 • a
3
k < t и таной отреза.к длины а~, не пересе-

цается с интервалом ( х0 - i , х0 + 2 ) . Значит, при k > k1 на ( х0 - Z , 

х0 + ~), \h~~(x)- f(x0) \ <в и, в частности, !h? (х0) -/(х0) !<в. 
00 

2. Пусть х0 Е ~ L~,. Тогда выполняется по крайнеП мере одно 
n=1 

:из трех соотношений. 

а) X0 EPn при n'";;J:-n0 , Ь) х0 ЕЕ~ при p '";;J:- p0 , с) x0 ED~ при r '";;J:- r 0 • 

Пусть имеет место а). Тогда m (/, х0) > cin0 • Пусть при k > k0 

1 hk (хо) - f (хо) 1 < е. 
Если k > max {п0 , k0 }, то х0 ЕР1<Сд,, и значит, h~;(x0)=hk(x0) 

и \hk(x0 )-f(x0 ) /<в, т. е. !h~k(x0) - f(x0) \ <в . 
В случае Ь) х0 ЕЕ~ при р > р0 • Пусть при k > k0 1 hk (х0) -/ (х0) 1 <в. 
Тогда при k>max {р0 , k0 } , х0 Е Et С Li, значит, h~k(x0) = hk (х0) 

:и ihk(x0)-/(x0) / <z, т. е. \/i~Jc(x0)-/(x0)!<e. 
И, наконец, в случае с) х0 Е D~ при r > r0 • Пусть при k > k0 , 1 hk (x0 )

- / (x0) I <е. Тогда при k .:> max {r0 , k0}, х0 ЕD1Сд,; значит, 

h~Jc (хо) = lik (хо ) и 1 hk (хо)- 1(хо) 1 < е, т. е. 1 ч)с (хо)- f (хо) 1 <в. 

Этим дока~ано, что lim h~k (х) = f (х). 
k-;oo 
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1 

Подберем верхние инденсы ~ k тан, чтобы {ft~k (х)} имела бонову1() 
сходимость к фуннциям . ер (х) и ф (х). Мы поназали, что последователь-

k 
ность непрерывных функцпй f hп (х)} имеет боковую сходимость с точ-
ностыо до C! n к epn (х) и tfn (х). В силу лемм 6 и 7 существует такое 

натуральное число kп, что график q1ункции li~ (х) при k > kп лежит 
в 2crn - окрестности топологичесноrо предела (здесь F = F) и проходит 
через 2crn онрестность любой точки топологического предеЛа. 

Положим ~ 1 = k1 , ~2 > max (k2 , ~ 1), ••• , ~п > max (kп, ~n- 1), ••• Оче
видно, что { ·h~k (х)} имеет боковую сходимость R фуннциям ер (х) и ф (х} 

соответственно типа А и Сл 

t(i) 

ljJ(i) 

1 ,.,._ 
k+2 

1 

1 

1 1 

l...LI 
IJfn--2}1 

,.,.. , _ _L 
k+2 

Рис. 5 

1 

1 

r;>(i--t) 

и типа В и Св. 
Теперь построим после

дователы-tасть кеп ре рывкых 
фующuй, сходящуюся n, дак
кой ог ратtичеккой фукк.ции 

f(l+t) f (х) и имеющую боковую схо
ди.масть к, огран11;че1-~кым 
фующил.м ер (х) и ~ (х) соот
ветствею-t0 типов А и Сл~ 

- +-- cJ(i+tJ 
1 

В и Св на всей оси х-ов. 
П puчe.At f (х) - фукпцил 1-гО> 
пласса, ер (х) и ф (х) - полуке
прерывкые фукпцпи соответ
ствекко сверху и скиау и 

сов падающие ка .м.кожестве
второй патегории. 

1 
1 

1 

Разобьем ось х-ов на 
чецюе число сегментов {о;} 
точнами, имеющими целые 

абсциссы. Для этого положим о;= [i, i + 1], где i =О, ± 1, ± 2, ... 
Как было поназано, существует последователыюоть непрерывных фуннций 
{li;, k(x)}, ноторая на сегменте о; сходптся н: j(x) и имеет бонову1еt 
сходимость в вышеука~анном смысле н ср (х) и ф (х). Возьмем функции 
h;, k (х) i =О, ± 1, ± 2, ... , непрерывные соответственно на сегментах 
о; i =О, ± 1, ± 2, ... Определим непрерывную фуннцию на вщJЙ оси 
х-ов следующим образом: 

r f (i) X=i 

ер (i) ·+ 1 X=L 3(k+2) 

ф (i) 
. 2 

Х =L + 3 (k +2) 

hk (х) = ~ h ;, k(x) . 1 . 1 1 
i+k+2<x<:i+ -k+2 

ф (i + 1) . 1 2 
X=L+ -3(k+2) 

ер (i + 1) . 1 1 
Х = L + - 3 (k + 2) 

t f (i + 1) X=i+1 

В остальных частях сегмента о; - линейно, i =О, . ± 1, ± 2, ... 
Легко видеть, что полученная последовате~ьность непрерывных фуннций. 
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{ hk (х)} на всей оси х-ов сходится к f (х) и имеет боковую сходимость 
-в вышеуназанном смысле к ер (х) и ljl (х). 

Далее освободи.мся от требования ограни'Ченности функций f (х), 
..:р (х) и IJI (х). Пусть заданы фующпи f (х) - 1-го класса, <f' (х) и ф (х)- · 
:nолунепрсрывные соответственно сверху и снизу и совпадающие на мно

:жестве 2-й категории. Подвергнем эти функции преобразованию 

при О .<, у .<, + оо 
и при - оо .<,у.<, О 

Z=-y-
1+y 

Z=-y-
1-y 

} (•) 

Получим функции f (х), ~ (х) и ~ (х), которые, нан нетрудно убедиться, 
()удут обладать теми же свойствами, что п исходные фующии f (х), ер (х) 

я ljl (х) и, кроме того, -1 < t(x), ~ (х), ~ (х) .<, + 1. 
Построим последовательность непрерывных функций { lik (х)}, сходя-

щуюся н f (х) и имеющую боковую сходимость н ~ (х) и ф (х) соответ
<:твенно типов А и Сл, В и Св. Причем можно считать, что 1 hk (х) / < 1, 
-таи ню< -1 < f(x), ~(х), ~(х).<,+1. Пусть {,;k}-последовательность 
.положительных чисел, монотонно стремящихся н 1 и "k < 1. Рассмотрим 
{ ,;1Jik (х) }-последовательность непрерывных функций, сходящуюся н {(х) 
-и имеющую боновую сходимость в уназанном смысле н rf' (х) и ~ (х) и, .кроме 
'!'Ого, l "khk (х) 1 .<, "k < 1. Над этими фующиями совершим обратное k (•) nре
-образование, получим последовательность {/k (х)}. Та.к нан / ,;khk (х) 1<1, 
-то f;. (х)-непрерывна. Нетрудно убедиться, что последовательность 
непрерывных фуннций {fk (х)} сходится н f (х) и имеет боновую сходи
мость н ер (х) и ер (х) соответственно типов А и Сл, В и Св. 

О снов ну ю теорем у можно обобщить следующим образом: даны 

функции rp(x) >!i_~:.> f(x) >ф (x)>ljl(x), где f(х)-фу1-tпция 1-го класса, 

ер (х), <р (х) - полунепрерывные сверху функции, а lji (х) и ф (х) полуне

тtрерывные снизу фу1-tпции и ер (х ) = ф (х) 1-ta м1-tожестве 2-й к,атегории. 
Требуется построить последовательность непрерывных функций {fп (х)}, 
.сходящу11ся к, f (х) и 'Чтобы их график,и сходились к, заданному верх-

:не.му топологическ,ому пределу [ер (х), 'f (х)] и заданно.му нu'J1ateмy топо
.логи'Чеспо.му пределу (ср(х), tj!(x)]. Другими словами , чтобы {/n(x)} имела 
в указанном емысле слабую боновую сходимость н ер (х) и ljl (х) и силь-
ную боковую сходимость н ер (х) и ф (х). . 

_!!усть {/2n (х)} сходится н f (х) и имеет боковую сходимость н ер (х) 
и у (х) и {/2n+ 1 (х)} сходится н f (х ) и имеет боковую сходимость к ер (х) 

·и tjJ ~-в ун:азанном смысле. Тогда {/п (х)} дает решение поставленной 
2адачи. 
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