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МЕХАНИКА 

В. В. ДОБРОНРАВОВ 

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА НЕГОЛОНОМНЫХ КООРДИНАТ 

R ПЕRОТОРЫМ ВОПРОСАМ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД1 

Метод неголономных н:оординат вознин: главным образом в связи , 
с отн:рытием в общей механин:е существования обширного класса тан назы­
ваемых неголономных механичесних систем, т. е. систем, движение ното­

рых подчинено таким условиям (связям), н:оторые выражаются дифферен­
циальными соотношениями между координатами системы, не сводящимися 

н: н:онечным соотношениям (не интегрируемыми). 
Положим, что геометричесн:ая н:онфигурация пен:оторой механичесн:ой 

системы определяется совон:упностью н:оординат (q1, q2 , ••• qn); введем 
далее совон:упности нен:оторых н:оординат 'ТТ; в пространствах, н:асатель­
ных н: пространству qi в различных его точн:ах; тан:им образом, переход 
от первоначальных н:оординат qi н: тт; будет Происходить при помощи нено­
торых дифференциальных соотношений 2 • 

d7ti = a}dqi (i, j = 1, 2, ... п). (1) 

В случае, н:огда система уравнений (1) не интегрируема, то новая си­
стема 7ti и будет называться системой не~;олономных координат. Для 
изучения неголономных механичесних систем неголономные координаты 

он:азались весьма удобными по той, во-первых, причине, что при наличии 
у системы неголономных связей последние, при помощи соответствующего 
подбора неголономных н:оординат, могут быть выражены весьма прьсто 
в виде 

d7ta =О (а= 1, 2, ... , т}. (2) 

Rроме того, употребление неголономных н:оординат позволяет состав­
лять уравнения движения единообразной формы нак для голономных 
механичесн:их систем, тан: и неголономных. 

Элементы аппарата неголономных ноординат можно проследить еще 
в трудах основоположнин:а н:лассичесн:ой аналитической механини -- Ж. 
Лагранжа [ 1 ·J. 

Систематичесная разработка данного аппарата началась, нан: мы уже 
ун:азывали, после открытия неголономных механичесних систем, в девяно­

стых годах прошлого столетия. 

1 До1шад, прочитанный на Ломопосовских чтениях МГУ, 21.4.1950 г. 
2 В данной статье мы будем употреблять тензорные обозначения, т. е. индекс / 

сумм~рования ставится наверху и внизу одновременно. 
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Здесь мы должны в первую очередь упомяъуть про работь~ итальян­
сного математина В . Вольтерры, немецного физию~ Л. Больтцмаина (ему, 
собственно говоря, принадлежит термин «неголономные ноординаты>,) . 

Далее, с развитием тензорных методов в современной многомерной 
дифференциальной геометрии научю;rми шнолами голландсного геометра_ 
Сноутена и советсних геометров Н. Ф. Кагана, В. В. Вагнера, П. R. Рашев­
сного, а танже..- в связи с приложением этих методов R ряду вопросов 

'Геории относительности и соврем~нной теор~тичесной физини , аппарат 
теорип неголономных ноординат сделался мощным и необходимь~м аппа­
ратом во всех уназанных областях. 

Перевод всей аналитичесной динамини на язы:к неголономных ноорди­
нат сделан в нашей донторсной диссертации Г5], где мы поназали, что метод 
неголономных ноординат с успехом может быть применен и н динамине 
голономных механичесних спстем. 

При этом мы считаем необходимым подчерннуть то обстоятельство, что 
применение метода неголономных ноординат не яв;шется вопросом тольно 

формально математичесних преобр11зований, ноторые необходимо проде­
лывать n ряде случаев для того, чтобы получить результаты, не выявляю­
щиеся в обычных системах ноордюrат; дело в том, что часто нам приходит­
f,Я иметь дело с такими реально существующими физпчеснимп величинами, 
ноторые задаются тольно в виде своих дифференциалов, нан, например, 
элемент площади в полярных ноординатах, угол поворота вонруг мгnо­

венной оси твердого тела, движущегося вонруг неподвижной точни, 
энтропия п т . д . При изучении тех или иных вопросов, в ноторых фигури­
руют подобные неголономные величины, прпмененщ:) аппарата неголоном­
вых ноординат может тоже дать полезные результаты . 

Применение метода неголовомных ноординат н механине сплошньrх 
~ред до сих пор не производилось ввиду, повидимому, специфичесного 
отличия сплошной среды от механичесних систем с нонечным числом сте­

пеней свободы . 
Переходя н неголономным ноординатам, мы nводпм в рассмотрение 

неноторые линейные дифференциальные фJрмы; от · вида этих форм и зави­
сят все дальнейшие результаты. В механине сплошных сред можно уна­
зать, например, одну дифференциальную форму, ноторая во многом опреде­
ляет механичесн:ое состояние среды. 

Пусть мы имеем неноторое поле физического вентора, прило.шенного 

в различных точr-шх пространства 

а= a(r) (З) 

и харантеризующего нан-то данную механичесную сплошную систему 

(поле сноростей в гидромеханине или поле смещений в теории упругости 
и т. д . ). 

Составим элементарную цирнуляцию вентора а 

dГ =а dr-: (4) 

В случае, ногда Г будет голономной величиной, поле а будет гра­

диентным (потенциальным), в случае неголономности г, п: ле а будет 
вихревым. 

В различных приложениях механини сплошных сред большую роль 
играют векторные поля с двумя типами связей, наложеiiных на них: 
случай венторного поля такого, для ноторого поле его вихрей будет 
ортогонально н первоначальному полю , т . е . 

(5) 
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11 c:-1yчaii, 1югдn поле внхрей будет нолшшеарно, с исходным, т. е. 

a=2krota. (6) 
Мы будем на:зывать вихревое поле первого 1шасса поперечным вихре­

вым полем, а ш1хревое поле второго нласса продольным (винтовым). 
Н современных приложениях гпдромехапини (а пожалуй, п теории 

упругости) оба поля, нонечно, очень часто встречаются, в особенности вто­
рое (продольных вихрей), нан, напри-мер, в теориитурбин, винтов, теории 
турбулентности п т. д. 

JJопросом разыснанпя возможных распределений полей типа (6) зани­
:мапся ряд авторов i, в частности, руссний механин И. Громено [2], r-юторый 
решил эту задачу в случае, ногда k-ноэффициент ноллинеарности-есть 
постоннная велнчшта. Н данной наше:й работе мы понажем, что, применяя 
метод неголономных ноординат, можно составить уравнения, ноторым дол­

жны удовлетворять все возможные распределения вихревых полей , с раз­
лпчпыми ноэффrщиентами k, являющимися произвольными фуннциями 
точ1-;; 11 пространства, затrмаемого полем 2 • 

Для этой цели переi"iдем н произвольной лон:альной сnстемс 1-;оорди­
нат, в ноторой. дифференциальная форма (4) примет вид: 

а dг = rx; dттi (i = 1, 1, 3), (7) 

1·де d"'i суть дифференциалы неголономных, вообще говоря, ноорди­

нат. Но при наложении на вентор а связи (6) можно определить различ­
ные системы этих ноординат ;т;i в виде голономных фупнциii точки, 
а с.пе1'овательно, и найти соответствующие распределения векторных полей. 
Деi1ствительно, в этом случае мы, во-первых, будем иметь на основании (7) 

дr:i 
а~.= ci;i дх ' 

дr:i 
а =a--z L дz 

Тогда выражение вихрн вектора а примет вид: 

(8) 

гоt а= [grad сх 1 gгad ot2] + [grad сх 2 grad тт2] + [grad а 3 grad 713]. (9) 

l la оенованин же условия (6) мы из (9) и (8) получим три J1ифферен-
1{11 ю1 ьных уравнения относительно семи искомых функций: 

J lаrшшем одно 11з этих уравнений: 

дr:l дr:2 дr:З 

С1.1 дх + СХ2 дх + ci;3 дх = / 

- 2k сдJ.1 дr:l - дJ.1 дп1 + дJ.2 дп2 - дJ.2 д!:._2 + д.J.3 дr:3 - дз.3 !J~ ) '10) 
- ду дz дz ду ду дz дz ду ду дz д::. ду . ' 

Другие два уравнения напишутся после цинличесной перестановки 
инденсов. Решение общей пробJ1емы изыснания всех винтовых венторных 
по:юй сводится н uахождению всевозможных решений системы уравпениii (10). 

Танпм образом, любое продольное вихревое поле должно удовлетво­
рять уравнениям вида (10). Для пахождения же исномых поле}r сле­
дует задавать четыре произвоJiьных функции, остальные же находить 

1 В uзвестпом руководстве по теоретnческой гпдромехашrке трех авторов­
Н. Е. Ночина, И. А. Нибе ш 11 Н. В. Розе прnведеп одип частпый случай (принад­
.пожащий Бельтрами) тат-юго вихревого поля для одпого вида коэффи:циепта «k». Отсы­
лаем также и работе Н. И. Алексеева [3] и к работам С. С. Бюшгенса, С. Г. Попова, 
l\1. Хиш1а , Е. Беnьтрами , Морера , Rальдонаццо, Синджа и Лекорню. 

2 По i п ронсход1tт су~rмпроваш1е от 1 до 3. 
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из (10). При этом, очевидно, мы не сможем брать все а.; в в:иде постоян­

ных одновременно, т . н. в этом случае вентор а будет потенциальным. 
Безусловно все различные частные винтовые потони, найденные уна­

занными выше авторюш, могут быть получепы из (10) при помощп соот­
ветствующего подбора nроnзвоЛьных фушщий. 

'Укюъ:ем тольно J1еноторые распределения, ногда система (10) решается 
в нвадратурах и частным случаем ноторого явш~ется упомянутый нами 

выше пример nз 1'нпп1 Н . Е . Начина. 
Дпн этой цеJш Jl <'.пожпм а.3 =О, а. 1 =1. 
Тогда система (10) упростится и :церейдет в следующую: 

- J_ а. - = 2k - - -orcl 8rc2 ( o.J., 8rc2 O.J.2 orc2) 
дх 2 ох оу oz oz оу ' 

_ _J_ ctн)--~ --- -
дт.1 от;.2 '>k ( а,2 от;.2 8:1.2 от;.2) 
r}y ' ~ оу - \. oz дх дх д:; ' 

ат:~ сх? дт;.2 - 2k с д.J.2 о~ - 8r2 f'!:::_ ) 
дz + . дz - ох ду оу дх . 

Ис1>лючая k, поJ1уqпм систему двух уравнениii: 

grad-;; 1 grad ;с2 + а.2 (grad "'2)
2 = О,1 

} 

grad.a.l grad 7t1 + а. 2 grad а. 2 grad п 2 = О. 

) 
1 

i 
1 
J 

(11) 

(12} 

В случаях расс:\ютренnя сферичеснпх илп цплпн,4ричесних областей 
целесообразно перегшсывать уравнения 1(12) в соответствующих криво­
линейных коордuнатах. Задавая подходящим образом одну пз трех не­
лзвестных фуннциii, входящих в (12), можем получить то или иное ре­
шение задачи в · нвадратура~. 

Например, в цнлиндрпчесних координатах уравнения (12) приму 
следующий ви)J: 

от;.1 огr.2 ~ orcl orr.2 + отr.1 отr.2 + СХ [ с дrс2)2 + ~ (07t~)2 + с 07t2)2 J = О \ 
дr дr + r2 86 ао oz oz 2 дr r2 д6 о;, ' 1 13 
д:1.2 orr.1 ~ o.J.2 ~~ .J_ д:1.2 дт:l + а. сд:J.2 oit2 + ~ д.J.2 дit2 + д:1.2 дit2) = 0. J ( ), 
or дr + r2 86 otl 1 oz oz 2 or or r2 д6 ов д:. oz 

01tl 
Полагая 7t2 = 0, ь айдем а2 = - -

86 
, после чего получим та1>ое уравнение 

относительно "'1: 

11 следовательпо, 

от:l 82т:l от:l ()21tl = о 
or дr 86 + oz 86 8::. · 

!__ { ( от:l) 2 + с o;r,l) 21 =о 
дi} дr д:; J 

( ~:1)2 + (8;1)2 = F(r, z), 

(14} 

(15) 

(16) 

где F (r, z) есть проirзвольная фующия от г п .:;. Дюее, разделением 
nерю1енных найдем 

тсl= ~ Yf(1·)+1J>(б)d1·+ ~ i/ш(z)-lji(b)dz+Ф(O), (17} 

rде / (r), ~ (&), Ц> (z), Ф (0) являются пропз.вольными фую ция:ми. 
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Затем выражаем rL 2 

~=--!-{С dr _r dz }Ф'(6)+4Ф. (18) 
2 ~ y'j(r) +'!' (O) ~ y'w(z)->j/(6) ' d6 

Соотношение (7) примет вид: 
дпl дтсl дпl 

ах dx +ау du + а" dz = d7tl - д6 dб = ar dr + 7fZ dz. ( 19) 

Выражая dx, dy через dr и dб, мы можем найти таное вихревое про­
дольное поле ( снаже:и, соответствующий потон в цилиндр и чес ной трубе): 

(20) 

• Применив к уравнениям ( 12) сферичесFие ноординаты [ 4 J получим: 
дпl дт..2 _!_ дп1 дп2 1 дпl дп2 ) 

дr дr + r2 д6 ао + r2 sin2 6 дф дф + 1 

+ ix2 ( ?а:
2

)2 + ~ ( 8а~
2

)2 + ,2 si~2 о (~~
2 

)2 J =О 1 

да.2 дпl 1 да.2 дпl 1 да.2 дпl } 

дr дr + 72 де ао + r2 sin2 о дф дф + 1 
rx, (да. 2 дп2 _.!_ да. 2 дп2 __ 1 __ да.2 дп2 ) =О 1 

+ 2 дr дr + r2 ао ао + r2 sin2 6 дф дф J 

(21) 

дт.:1 
Полагая опять тс2 = 6 и а: 2 = - д6 , получим уже такое уравнение: 

а2пl дпl 1 а2п1 дпl 

ао дr ат: + r2 sin2 6 ао а" дф =о (22) 

Находя различные решения этого уравнения, далее, при помощи соот­
ношения, аналогичного равенству (19) можно будет находить распреде­
ление винтовых полей, бJiизких по струнтуре к сферическим вихрям 
Хилла, играющпм большую роль в современной теории турбулентности [8]. 

В частности, беря те' в виде произвольной фунrщии f (~) тольно от~, 
получим такое поле: 

- /'(ф)sin :jJ . f'Ci') COS'f 
ах---,- sin6 ' ау =-, - ,sin6 ; а,=О. 

Исследование некоторых свойств поперечных вихревых полей отложим 
до следующего сообщения. 
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