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С. К. ЛЕСОТА 

О МЕТОДИКЕ ИЗМЕРЕНИЯ ВЗАИМНОИ КОРРЕЛЯЦИИ 

АМПЛИТУДНЫХ И ЧАСТОТНЫХ ФЛУКТУАЦИИ РЕАЛЬНОГО 

ГЕНЕРАТОРА МЕТОДОМ БЕРШТЕИНА 

Флуктуационные явления в гармоническом генераторе определяют 
конечную ширину спектральной линии генерируемых колебаний. Изу­
чению этого воп1роса за последнее ·время посвящено большое ·количест­
во работ (например, [2-4]), в которых показывается, что ширина спект­
ральной .1инии является функцией величины частотных и амплитудных 

·флуктуаций в генераторе. И. Л. Берштейном [1] был предложен метод 
их измерения. Он состоит в том, что поскольку путь колебания от гене­
ратора до ампл~итудного детектора проходит по двум параллельным 

цепям, одна из которых является линией задержки, то, кроме ампли­
тудных флуктуаций, на амплитуде сигнала, выделяющегося на детек­
горе, сказываются 1и час1'отные флуктуации. 

И . Л. Берштейн проводил измерения в диапазоне обычных радио­
частот и применяемые им линии задержки не обладали яастотной дис­
персией. В области СВЧ (при длинах волн менее 10 CJ'v!) в качестве 
л·инии задержки удобно использовать волноводный тракт, длиной рав­
ный нескольким сотням длин волн исследуемого колебания. При этом 
оказывается необходимым учитывать различие в фазовых скоростях 
спектральных составляющих исходного колебания, как это сделано 
в работе В. С. Троицкого [2]. Поэтому представляет некоторый интерес 
рассмотреть характер изменения флуктуационных составляющих коле­
бания, людулирован.ного по амплитуде и фазе произволь·ным образом, 
по прохожденИ'и 1им линии задержки, обладающей частотной диспер­

·.сией. При измерении амплитудных и частотных флуктуаций реального 
генератора :v1етодом Берштейна оказывается возможным определить 
корреляuию между амплитудными и ча·стотными флуктуациями и най­
ти их автокорреляционные зависимости. 

Влияние частотной Дисперсии передающей линии на синусоидальный 
сигнал, имеющий случайную модуляцию по амплитуде и фазе 

Расо1отрим гармонический генератор, колебания которого моду­
лированы случайным образом по амплитуде и фазе: 

V (t) = V0 [ 1 + tn (t)] slп [w0 t +cp(t)], ( 1) 
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где 'f(t) = J w (t) dt, т (t) и w (t) - случайные функции со ста -
u 

ционарным раслределением; V - стационарная амллитуда колебаний . 
Предлоложим, что это кО!Т!ебание лроходит через линию лередачи дли­
ны l, обладающей частотной дислерсией {рис. 1). Вид колебания на вы-

i---------- l --------~-

--- v, Ф(UJ} --vг 

Рис. \. Схематическое 11Зображе1111е линии задержки: у1 -
напряжение снгнала на входе линии; V2 - на выходе линии ; 

Ф (ю) - передаточная функция линии 

ходно:-. 1 конце будет зависеть от лередаточной функции линии Ф (w) [5]. 
Приче.\1, если V 1 {w) является изображение:-.1 Фурье для V 1 (t) *, а 
V2(w) -для V2(t), то 

(2) 
В обще.\1 случае лередаточная функция может быть залисана в виде ~ 

Ф (w) = А (w) e - j <f'("'>. (3) 

Когда активные потери в линии не зависят от частоты и набег фазы 
~{w) пропорционален длине линии 

Ф {w) лринимает вид: 
cp(w) = ~(w)l; 

ф (ш) = e+ j~(ш)I. 
(4) 

Перепишеы ( 1) в виде: 

vl (t) = ~- 1 [а (t) - )1 (t)] ej"'01 +[а (t) + /1 (t)J e- jw01 ) , (5~ 
где 

a(t1 = [! + m(t) ] SiП'fl(t) , 1(t) = [1 + m(t) ] COS'fl(t). 

Отсюда V1 ((J)) равно: 
+~ +~ 

V1 (l•>) = ~11 ~ [a(t) - J1(t) ] e - Hw - w")t dt + ~q_ ~ [a(t) + 

+ )1 (t)] -e-Hш + w.,)t dt = ~о_ ([ а (w - 00 0) - )1 (ш - wu)] + 

(6~ 

* V (t) предполагается конечной в •111тервале (-Т, Т) 11 равной нулю за его пре-
~ т 

дела мн , то есть V (w) = S V (t)e -jwt dt = S V (t) е -Jwt dt 11 составляющ11l Фурье 
- оо -Т 

V(ю) для случаiiной функции V(t) пон1имаются здесь ана.~огн·чно тому, к11к имеег 
место. н0а пр11мер, в работах [5,6) 
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Используя l2), (4) и (6), получим для колебания на выходе .1ин1ш 
передачи V2(t), предварительно разлагая фазовую постоянную линию 
~((!)) в ряд около (J)o по степеням ((J) + (J)o) и ограничиваясь nервыш~: 
.1ву\1я членами разложения: 

~ 

Х d (1) eHw. ,t - ~,,') + ~: \ [о: (w + (J)п) + ) 1 (w + Шо ) ] Х 

(7) 

где т = !/ (vтр · = ! / ~'). Здесь при разложении ~ (w) в ряд считается, 
Vrp· 

что постоянная распространения - четная функция частоты и, следо-
вател ьно, 

~ ' ( + w) = ~1 
( - - w), ~ ( w) = ~о + ~ ~ ( + w0)( w - w0) + "" ( 8) 

~(w ) =~о+~ .; (- w0 ) (ш + w 0 ) +" . =~о - ~ .; (+w0)(w + w0)+ ... 
Интегралы в выражении (7) представляют собой разложение Фурье 
для функций а и у в момент времени (t- -r). Следовате.1ьно. д.~я 
V2(t) можно написать: 

V2 (t) = V0a(l-'t)Cos(w0 t - ~0 l) + V01(t - 't) sin(w0 t - ~0l). (9)-

Или, учитывая (!), (5), получим для коле:бания, модулированного по 
амплитуде и фазе случайным образом, на выходе линии пере.:~.ачи, па­
раметры которой заданы выражениями (4), (8), следующее выра­
жение: 

V2 (t) = V0 [1 + т (t - "=)] sin [w,J - ~0 1 + 'f (t - 't)]. (10)• 

Преобразование флуктуаций частоты в амплитудные 
флу1пуации 

При образовании флу,ктуаций фазы колебаний гармонического ге­
нератора методом Берштейна [!] на детекторе суммируются колебания 
генератора, прошедшие по короткому и длинному пути (линия за.J.ерж­
ки). Амплитудные и фазовые модуляции суммарного сигнала оказы­
ваются зависящими каждая и от амплитудных, и от фазовы :-.; \IО.J.у­
ляций исходного сигнала. 

Для сущ1арного колебания, используя выражение ( 1) и ( 10), 
и\1еелс 

Vr (t) = V, (t) + V2 (t) = V0 ((1 + т (t)] si n [w0 t +ер (t)] -"-­

+ k [1 + т (t ·- 't)] sin (w0t - ~uf + 9 (t - 't) ] }, 

где к - амплитудный коэффициент (рис. 2). 

( 11) 
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Лосле несложных преобразований выражения ( 11 ) получю1 для V l (t): 

Vi: (t) = [И~:о + Vi:o (t , 't)] sin [w0t + ~ (t, 't)j, (12) 

где обозначено: 

ш 

И~:о + Vi:o (t, 't) = V0 уа2 + Ь (t, 't) 

а2 = 1 + k 2 + 2k cos ~0 l, 

b(t, 't) = m2 (t) + k 2m2 (t- 't) + 2 [m(t) + 
+ k 2m ( t- 't)] + 2k [1 + т (t) + т (t---.) + 

(13) 

( 14) 

+ т (t) т (t - 't)] cos [Л (t, 't) + ~0/)] - 2k cos ~0 l, (1 5) 

t <r e(t 't) _ [l + m(t)]sin<p(t) + k[l + m(t - 't)]sin[<p(t - 't) - ~0l] 
ь ' - [l + m(t)]cos<p(t)+ k[l + m(t - 't)]cos[<p(! - 't) - ~ol] ' 

Л(t, 't) = cp(t) - cp (t - 't). (1 6) 

Необходю10 отметить, что случайная функция Ь (t:r) является стацио­
_нарн ой , так как m(t) стационарна по определению, стационарность 

Vz (t}=kV,(t) 

/1 J , 

От генератора с 1 .р 
!( demekmopy 

d 
V(t} 

v, f t ) " 
Ус (t} 

Р11 с . 2. К схеме метода 11 зм е ре 11 11 й. Л. З . - .1111111 я задержки 

Л (t, т) легко доказывается [4]. Рассматривая малые времена задерж · 
ки т, \ЮЖНО считать изменение случайной фазы колебания Л(t, т) не­
i5ольши;-,.1 за время т и при разложении sin Л (t, т) и cos Л (t, т) в ряд 
ло степеням Л (t, т) ограничиваться членами Л2 (t, т): 

sin л (t, 't) = л (t, 't); cos л (t, 't)-= 1 - л2 (t , 't) 2. 

, С учето;-,1 сделанного допущения выражени~ (15) можно перепи с ать в 
виде: 

Ь (t, 't) = т2 (t) + k 2m2 (t - 't) + 2 [т (t) + k 2m (t -'t)] + 
2k[m (t) + т (t - 't) + т (t) т (t - 't)] cos ~0 [ - (15' ) 

- 2k Л (t, 't) { ~ Л (t, 't) cos ~ul + [1 + т (t) + т (t - 't)] si n ~u l } . 

Расоютрим ·выражение для среднего квадрата случайной части 
.амплитуды суммарного колебания V i:o (t, т) в двух случаях: а2 =О и 
а2 >> 1 'Ь(t,т) \ . 
I. а =О, что соответствует k 2 = 1 и cos ~ol = -1. По (15') получаем 

ДЛЯ V~0 .(t , Т): 
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а 2 --
Vи (t, 't) = Vo ( [т2 (t) - т (t) т (t - 't) ] + Л 2 (t, 't)}, (17) 

1ак как т (t) и Л (t 't) равны О и m2 (t) = т2 (t - 't). 
Il.a2 > > 1 Ь (t. 't) J , что имеет место при малых т (t) , Л1 (t, 't) и 

cos ~ol > -1. Средний квадрат переменной составляющей амплитуды 
суммарного колебания равен: (V0

2/4a)b2 (t, r) . И:;~ (15') имеем для 

.б2 (t, 't) (тройными произведениям1и и 'Выше случайных величин прене­
·бр егаем) . 

Ь 2 (t, 't) = 4( [( 1 - k cos ~ol)2 + k2 (k + cos ~o l) 2 ] m2 (t) + 

+ k 2 sin2 ~o l Л2 (t,'t) + 2k (k + cos ~ol) (1 + 
+ k cos ~ 0l) т ( t) т ( t - 't) - 2k [ ( 1 + k cos ~0l) Х 

Х Л (t, 't) т (t) + k (k + cos ~0l) Л (t, 't) m(t - 't)] sin ~ 0l). 

Разложение спектральной плотности суммарного сигнала 

( 18) 

Перейдем в выражению ( 17) и ( 18) от средних rю времени квад­
;ратов случайных вел ичин и их корреляционных функций к соответст-

вующим спектральным плотностям. Для v~o (t, 't), m2 (t) , т (t) т (t- 't) 

и Л2 (t, 't) можно написать [4, 5]: 

' 
Vio (t, 't = _I_ \ Sr. (ш) dш, 

2т; ) 

00 

т~ (t) = 2~ ~ sm (ro) d (w), 

00 

т (t) т (t- 't) = 
2
1
7t S Sm (ro) COS ш'tdro, 

"' 
Л2 (t, 't) = i" f Sш (ro) [ sin2 ~· / ( ~· )2] 't2d• , 

( 19) 

где SJ; (w), S т (w) и S ы (w) - спектральные плотности соответствен­
но флуктуац•ионного напряжения на детекторе, флуктуаций амплитуды 

.т (t) и частоты w (t). 
С луч ай 1. Подста1вляя выражение ( 19) в ( 17) , получаем инте­

грал по w, подынтегральное выражение которого дает спектральную 

плотность суммарного сигнала V J: 0 (t, 't) как сумму спектральных 
плотностей амплитудных и частотных флуктуаций с некоторыми коэф­

·Фициентами: 

Sи (ro) = 4 Vб [Sт (ш) + Sw (ш) /w2 ] sin2 ~· • (20) 
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(20) имеет место для случая а2 = О, когда «задержанное» и « пря;-,1о е>>­
колебания на детекторе на частоте ffio оказываются в прот·ивофазе, }{ 
при равенстве амплитуд ком·пенсируют друг друга. Постоянная состав­
ляющая тока детектора отсутствует и ~боковые частоты, интерферируя, 
дают .на детекторе чисто шумовой сигнал. Он оказывается пропорцио­
нальным квадрату стационарной амплитуды V ~ расо1атриваемого· 
колебания. Это позволяет при большом V~ уГ!ростить индикацион ­
ную аппаратуру, повысить rочносiъ •изм·ерений. 

Из (20) видно, ч·ю •пр·и уменьшении ffi, когда ffi't < :n:, .коэффициент . 
при члене, характеризующем амnлитудные шумы, уменьшается как 

sin?, коэффициент nри фазовых шумах увеличивается, стремясь к 1 (и 
тем быстрее, чем больше время задержки). Кроме того, если учесть, 
что ам.пл'Итудные шумы при малых ffi значительно меньше фазовых 
[2, 3], то выражение (20) будет определять частотные флуктуации в 
наиболее интересной области опектра раосматриваемых колебаний. 

Случай II . Если на детекторе имеется постоянная составляющая 
исследуемого с11гнала, во много раз большая флуктуационного ·напря­
жения (a2 >>. lb(t,-c) \ ),то средний квадрат флуктуационной части на ­
пряжения детектора оказывается зависящим также !И от взаимной кор­
реляции амплитудных и ча·стотных флуктуаций . Входящие в ( 18) сред­
ние значения от перекрестных праизведений функций фазовых и ампли­
тудных флуктуаций ·могут быть записаны в в1иде, подобном (19). В 
подынтегральное выражение будет входить функция взаимной спект­
ральной плотности частотных и ам.плитудных флуктуаций S wm (ffi) и 
не1юторая функция частоты ffi и времени задержки -с. 

Для Л(t,-с) им•еем: ' 
~ 

~ (t, 't) = s (J) (t - 't) d't. 
о 

Среднее от произведен•ия Л(t,-c)m(t) равно по определению: 

+ т 

д (t,'t)m(t) =-1 С Л(t,'t) m(t)dt. 
2Т ~ 

7 -+со -Т 

(21 ~ 

(22} 

Подставив (21) в (22) и меняя порядок интегрирования, получаем: 

~ 

~(t, 't)m(t)= jRшm(-'t)dt. (23)1 
о 

Используя представление корреляционной функции в виде интеграла· 
Фурье от спектральной плотности, преобразуем выражение (23) 
к виду: 

о + 

Л (t,'t) m(t) = 2
1
'/t ~ ~ Swт(ro)cosro'tdrod't. 
- Е - CIO 

Отсюда получаем после интегрирования по -с: 

+~ 

д (t, 't) т (t) = ;'/t ~ Swлi (ro)[sin ro't/ ro't] 'tdw. (24}1 
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Аналогичное выражение имеем и для Л (t, t) т (t- т), то есть 

д (t, 't) т (t - 't) = д (t, 't) т (t). (25) 

Подстановка в (18) выражений (19), (24) и (25) дает для спект­
ральной плотности суммарного сигнала Sи (w) следующее выражение: 

у2 

s~ 2 ( 00) = а; {[a 4 -4k(1 + kcos~0l)(k + cos~0l) X 

Х sin2 ro;] Sm (w) + [s1n2 ~~ j (~~)'] Х 

Х т. 2k2 sln2~0lSw ( ш) - 2 [ sin rот./оот.] Х 

Х 'ta2k sin ~0lSw т (оо) ). 

(26) 

При к+ cos ~ol = О ил·и 1 +к cos ~ol =О выраж-ение (26) упро­
щается: 

. если к + cos ~ol = О, ·и 

S~2 (оо) = vg { (k2 
- 1) Sm (оо) + [ sin2 ;~ / (~~у Х 

Хт. 2Sw (ш) - 2 [sin OO't/wт.] т.ksin~olS wm (оо)}' (28) 

есл.и 1 + к cos ~01 = О . 
Смысл выражений к+ cos ~ol =О и 1 +к cos ~ol = О, определяю­

щих амплитудные ·и фазовые соотношения ·между прямой ~и «задержан­
ной» волнами, понятен из рис. 3. Подробнее он изложен в работах 
[1, 2]. 

Рассмотрим полученные результаты. Выражение (26) совпадает 
по своему характеру с соо11ветствующим выра1жением (43) работы [2]. 
Основное отличие (26) от (43) [2] заключается в появлении в Я'Вном 
виде в (26) слагаемого, ·соответствующего взаимной корреляции ам­
плитудных и частотных флуктуаций s wm(w). Ему •Соответствует в (43) 
[2] член так называемых «смешанных шумов» - c;S т (w) (~ - коэффи­
циент корре.ляции амплитуды и фазы), не имеющий непосредственной 
физической интер·претации. 

В выражениях (27) и (28) корреляционный член входит с множи­
телем sinb0l. Это дает возможность вычислить S wm (w), используя изме­
нение знака siп ~ol при переходе синуса через ноль. 

В выражениях к+ cos ~ol = О и 1 +к cos ~ol = О одному значению 
к соответствует два значения фазового угла ~0 1, отличающихся друг 
от друга не более, чем на л: (рис. 3): 

~0l1,2 = ('2п - 1) 1t ± tjl, 
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где п = 1, 2 ... и О< 'Ф < л/2, при которых значения синусов равны по 
модулю : sin~ol1 = -sin~o/2. 

Если на длине l укладывается большое ч·исло длин волн (порядка 

1 11 
Vz:z (l1) 

' ' ' ' ' ' 

/ 
/ 

/ 
/ 

~с~ fl2J 

' ~(', 

/ 
/ 

/ 

r5 

Рис. 3. Векторная диаграмм.а для суммарного сигнала V2i: (t): а- k<I; 
6-k>I 

несколЬ'ких сот), что обычно имеет место при измерениях, то можно 
считать 't1=1:2. Полуразность выражений (27) или (28), взятых для 
l 1 и 12, дает S юm ((i)) при известных к, ,;, (i). 

Заключение 

Выражение (10) для сигнцла на выходе линии задержки, облада­
ющей линейной частотной дисперсией, показывает, что время задерж­
ки для флуктуационных составляющих являекя групповым !Временем 
задержки на основной частоте (i)o, то есть флуктуации как бы «отста­
ют» от фазы несущей частоты (i)o. Это 1можно объяснить тем, что спект­
ральные составляющие колебания, найденные с помощью интеграла 
Фурье, являются некоторыми усреднен·иями .по времени. Групповое 
время задержки для амплитудных и частотных флуктуаций, получен­
ное так'им путем, входит в выражение (26). Это совпадает с резуль­
татами измерений, приведенными в [3]. 
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