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1. Введение 

Пусть дана система дифференциальных уравнений возмущенного 
движения: 

11 

~s = ~asjxj+Xs(x1 ,x2 , ••• xп), S = l,2, ... ,n, (1,1) 

j == 1 

где a
8

j - действительные числа. Предполагается, что функции Xs 
имеют непрерывные первые и ограниченные вторые производные в об

ласти G: 
\xsl -< H, S = 1, 2, . .. ,п. (1,2) 

Как известно, эти предположения обеспечивают существование 
и единственность интегральной кривой, проходящей через любую точку 
рассмотренной области G. 

Определение. Пусть задана некоторая область 0 0 • Шар 
п 

~ х~ -< R2 находится в области притяжения асимптотически устой -
s == 1 

чивого положения равновесия {х3 =О} относительно области 0 0 , если, 
каковы бы ни были траектории, начинающиеся в шаре R, щш при 
t >О находятся в области 0 0 и при t ___, оо неограниченно приближаются 
к танке {х8 = О}. 

В дальнейшем будем предполагать, что ' область О= 0 0 параллеле
пипед 1Х8 1 -<: Н, s = 1, 2, ... , п. 

Оценки области притяжения тривиалы,ого решения получены в ра
ботах В. В. Немьщкого [3 , 4], И. Г. Малкина [5], П. В. Атрашенка [6] 
и М. А. Айзермана [7]. 

В настоящей работе дается новая оценка области притяжения, 
основанная на построении функции Ляпунова. 
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2. Леммы и обозначения 

Наряду с системой ( 1, 1) рассмотрим систему 

s = 1, 2, ... , п 
j = 1 

или более коротко. 
dx 
(ft = Ах, 

где 

и А = (а0). 

Рассмотрим две леммы. 

(2, 1) 

(2, 1 ') 

Лемм а 1. Если дана положительно определенная квадратичная 
форма 

п 

V = ~ VsjXsXj, vsj=VjS' 
s, j=l 

то п-мерный эллипсоид 

целиком содержится в параллелепипеде 

Jxs! <: H, 

где vn - определитель формы, то есть 

V11, V12, · · · , V1n 

V = V21, v_22' · • ·, V2n • 
п 

(2,2) 

(2,3) 

(2,4) 

а Vn -I - наибольший по величине минор определителя Vn, п - 1-го 
порядка, диагональные элементы которого совпадают с диагональными 

элементами определителя. 

Л ем м а 2. Если заданы две однородные положительно определен
ные квадратичные формы: 

п • 

V(x) = ~ Vsjxsxj, vsj=Vjs> 
s, j=l 

п 

W(x) = ~ WsjXsXj, Wsj = Wjs' 
s , j=l 

такие, что для всех х, заданных в обла.сти О, 

V (х) < W~(x), 

то поверхность W (х) = h2 целиком содержится в замкнутой области, 
ограниченной поверхностью V (х) = li2 . 
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Доказательства этих двух лемм непосредственно следуют из тео
рем (3,4) и (3,10) работы А. Д. Горбунова [8]. 

3 а меч ан и е 1. Если в квадратичной форме (2,2) Vsj =О при 

s::fj, ~то,l'есть V(x)=v11 xi+v22 x~+ ... + vnnx~, ГДР 

vu>O, i=l, 2, ... п, 
то шар 

s=l 

целиком содержится в эллипсоиде V (х) = аН2 , а тот в свою оче
редь - в области 1xs1 -< Н, где 

а= min Vu ~ = max Vu· 

Из лемм 1 и 2 следует, что, если вместо h2 взять ~ н2 то 
vn-1 ' 

поверхность 

W(x) = VVп н2 
п-1 

·т,еликом содержится в области, ограниченной поверхностью 

V(x) := ~H2 
vn-1 

... последняя - в области l~xs 1-< Н. 
3 а меч ан и е 2. Если Л. 1 - наименьший корень характеристиче

ского уравнения det 11 vsj - Л.osj 11 =0, то Vпf Vп-1 = ЛI> где V 5 j - коэф
фициенты квадратической формы (2,2). 

Перед тем как формулировать теорему, введем некоторые обозна
чения. 

Рассмотрим прежде всего следующее линейное уравнение с част
ными производными: 
п 

~ ,:~ (а51Х 1 +а52 х2 + .. . +аsпХп) = - (xi + х;+ ... +х~)· (2,5) 
s = 1 

Будем искать, следуя Ляпунову, решение уравнения (2,5) в виде 
квадратичной формы 

п 

V = ~ vsjXsXj, 
s, j= 1 

гдeJvsj - неизвестны. Так как vsj = vjs• то число этих неизвестных 

N ,= n(n + 1)/2. 
Подставляя V в уравнение (2,5) и сравнивая коэффициенты при 

2 х2 2 2 ез xl' Х1 х2 , .•• , 2 , х2 х3 , ••• , х3 , • •• , хп, получим для н и вестных систе-

му N = п(п + 1)/2 линейных однородных уравнений вида: 

J 
Ь11 V11 + b12V1 2 + ". + b1n°v ln + bln + 1 V22 + ... + blN vnn - - 1 

Ь21 V11 + b22V12 + ··· + Ьzп V1n + Ь2п + 1 V 22 + ". + b2NVnn - О (2,6) 

t bN; V~1+ bN~ V~2 + : .. '+' Ь~п 0V1~ + bN~ ~ 1 + 0V2~+ • . ·. + bN~ ~п~ = - 1. 
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Обозначим через д определитель, составленный из коэффициентов 
левой части системы (2,6), то есть 

bll• Ь12' · · ·' b1n' · · ·' blN 

Ь2р Ь22• · · · ' b2n' · · • ' b2N 
(2,7) 

При этом № элементов bav выражаются линейно . через вели
чины asa ~ 

Если д не равен нулю*, то из системы (2,6) можно найти vsj· При 
этом, очевидно, имеет место следующее неравенство: 

1 1 
п 1д,1 

Vsj 1-< max / Vsj < /дТ' (2,8) 

где д1 - максимальный минор определителя д N - 1 = п (п -
.:_ 1 )/2 -1-го порядка и п - число неравных нулю правых чарей си
стемы (2,6). 

Определим нормы следующим образом: 

п п 

s,j=I s = 1 s,j= 1 

Пусть, наконец, 

Н1'= п~ [ 2п ~Vll~ -llBll] > О, 
Н = min (Н, Н1 ), 

где М равно sup j а:~:;~ 1 в области О и 

R2 = _
1 (~·Ш)н2 
п2 vn -1 1 л, 1 • 

3. Оценка области влияния устойчивого, по Ляпунову, 
положения равновесия 

(2,9) 

(2, 10) 

(2,11) 

(2, 12 

Пред ставим нелинейную функцию Х s системы ( 1, 1) в следующем 
виде: 

п п 

Xs = ~ bsjxj+ ~ С~· ~ xczx~, 
j = 1 а, ~ = 1 

где . bsj - значения частных производных функций Xs по xj в начал~ 

координат а С~· Р - значения торых частных производных функций Х1 
по xcz и Хр в некоторой точке шара / Х5 / <: Н; согласно нашим обозна
чениям 

* Это будет иметь место, как показано Ляпуновым, если корни характеристиче
ск oro уравнения det JJ А - ЛEJI = О имеют отрицательные действительные части. 
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Тогда систему уравнений (1,1) можно записать в сл едующем виде: 
п п 

xj+ ~bsjxj+ ~ (3, 1) 

j = 1 а , ~ = 1 

s = 1, 2, ... ' п, 
11.ш более 1< ратко: 

:: = Ах + Вх + f (х), (3, 1 ') 

Г.lе 

(
/ (х)) 

f (х) = / 2 ~х) , 

fп(х) 

f s (x) = x'Cs x, 

Т е ор е м а 1. Пусть: 1) корни характеристического уравнения 
det 1: А - ЛЕ 11 = О имеют отрицательные действительные части; 2) квад 

п 

\""1 dV 
ратичная форма V = ~ Vsj Xs Xj удовлетворяет уравнению dt = 

s , j = I 

( 
2 2 2) dx = - Х1 + Х2 + ... + Хп в силу .системы dt = Ах; 

11 
/ д 1 

Х~· Тогда шар ~ х; < R2 будет находиться в области притя-
s= 1 

жения асимптотически устойчивого положения равновесия относительно 
области 1xs1 < Н, если 

где 

R2 = _1 (~. _J_д_I ) н2 
n2 vn - 1 1 дl 1 ' 

Н = min (Н, Н 1 ), 

Н1 = п~ (2nl•~~11 -llB/I} 
До к а з ат ел ь с тв о. Составляя производную от функций 

11 

V = ~ VsjXs Xj 
s , j = I 

в силу полной системы уравнений (3, 1 ), получим 

d:, ~ ,~, ::.(~,а,1 х1 + .. f~ , с:· ' х,х, ) (З,2J 
Тог да в силу второго условия теоремы последнее уравнение 

можно записать в следующем виде: 

п п(п \ (11 ', 
d:, ~ -,~,х~ + '~' 1~' 2v,1x1 / .~,ь" х) + 

+ ,~, (~,2V,;X;) (.~,С;· • х,х,) :з.з: 
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Используя очевидное неравенство 

п n n 

~/a1 /1~1I< ~ 10:1 I L 1 ~1 I 
i = 1 i = 1 i = 1 

для второго слагаемого правой части выражения (3,3), lполучим сле
дующую оценку: 

,~, (~, 2v,1x1) (.~, ь" х.) .,;; 21v1 ~Bll 1 Х IF" (З,41 
Для третьего слагаемого аналогичным образом будем иметь 

t (t2v.sjXj) ( t С~· ~Ха.~!х~) < 
.s=l i=I a.,~=I 

< 2nMmax/xil IJVll 11 Xll2• (3 ,5) 
j 

Далее из (~' 1 х, 1)' < п '~ 'х; получаем следующую оценку первого 
слагаемого правой части уравнения (3,3): 

(3,6) 

Следовательно, получим неравенство 

~~ -< -~+ 11Х112 + 211V111! В 1111 Х 112 + 2п М т;х 1 х i 1 11 V 1111 Х112 
= 

= [-+ + 2~Vll llB11]11X112 +2nмm;xJxil/IV llll X.ll2 • (3 ,7) 

В силу неравенства 

(см. 2,8) имеем 

d:; -< [-- + + 2п2 п ~д, 1 11В11] 11Х112 + 2пМ miax 1 xi \ n2 пi':i 1 1 Х J2• (3,8) 

Таким образом, производная dV/dt в силу полной системы определенно 
отрицательна в области 1x.s1 -< Н1 , где 

Н 1 = п~ 1 2п~ ~ 1
1 

1 - 11В11 l. 
в частности в 1x.s1-< Н; Н min (Н, Н1 ). 

8 

Оценим область притяжения положения равновесия. 

Рассмотрим шар радиуса R., где 

R = -1 (~· _1_л_1 )" н н . (Н Н) 
V 1 

д 
1 

, = m1n , 1 . 
n п-1 1 

(3,9) 

(3, 1 О) 
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На основании леммы 1 эллипсоид 

целиком содержится в параллелепипеде / xs 11< Н, а следовательно·" 
на основании леммы 2, шар радиуса 

R =-1 (·~·_ш_)*н 
п vn-1 1л.1 

тоже входит в область 1 xs I < Н, и, следовательно, решения, выходя
щие из точек этого шара, остаются в О: 1 xs / < Н и стремятся к нулю 
при t-. + оо. Этим теорема доказана. 

Следствие. Если все действительные части Л1 i = 1, 2, 3, ... tt 
положительны, то д (2,7) тоже не равен нулю и, следовательно, те же 

п 

оценки показывают, ~то шар ~ х; = R будет находиться в област и. 
s=l 

влияния особой точки при t--. - оо . 

4. Частные случаи 

1) Пусть дана система дифференциальных уравнений вида 
п п п 

d~s = ~ asjxj+ ~ bsj xj + ~ С;·~ х" х~, s = 1, 2, ... /l. (4,1) 

или 

j=1 j= 1 "• Р.= 1 

Рассмотрим наря.11у с системой (4,1) систему 
nj 

dxs ~ 
dГ = k,,J asj х j> 

j =~ 1 

dx 
(i[ = Ах, 

(4,2) 

(4,2') 

и предположим, что действительные части всех корней хараr:теристи
ческ ого уравнения det 11 А - ЛE IJ =О отрицательные и 

АА' = А'А, (4,3) 

где А= (a1j} и А'= (aji) (здесь и в дальнейшем в _эт ом параграфе 
штрихом обозначена транспонированная матрица). Проведем построе
ние функций Ляпунова . 

Рассматривая положительно определенные функции вида 
00 

v = IX' Xdt (4,4) 
t 

и их производную dV /dt, составленную в силу системы ( 4,2) , имеем 
п 

dV = -Х' Х = - ~ х2 
dt k,,J $1 

$ = 1 

то есть знакоопределенную отрицательную функцию. 

(4,5) 
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Выразим функцию V через фундаментальную систему решений 

линейной системы dx/dt = Ах. 
Матричное решение Х системы (4,2) имеет следующий вид [2]: 

Х (t, Х<0>) = eAt Х<0>, (4,6) 

где А = (аи) - матрица из коэффициентов a s j и Х(0> - начальная одно-

сторонняя матрица при t = t0 • Поэтому, подставляя формулу (4,6) 
в (4,4), получим 

00 00 

V(t) = S Х' Xdt = Х(О)' 5 eA' t eAtdtX<OJ. (4,7) 

t t 

Используя равенство АА' = А' А, интеграл (4,7) можно определить 
следующим образом: 

Поэтому 

00 00 s eA' t eAtdt = S e(A'+ A>tdt = (A' + А)-1 Х 
t t 

00 

Х е(А' + А> t ~ = _ (А' + А)- 1 е(А ' + А) t. 
t 

v = х<о>' [ _ (А' + АГ1] е(А' + А> t х(о> . 

(4,8) 

( 4,9)' 

Так как имеет место равенство еА' t (А'+ А) = (А' + А) еА' 1 (из АеА' 1 = 
= еА' 1 А и А' еА' t = еА' t А'), то отсюда можно получить следующее: 

(A'i+ А)- 1 е(А' + А> t = е<А' + А> t (А' + А)- 1. (4, 10) 

Следовательно, равенство (4,9) можно записать так: 
v = -Х<О>' eA't (А'~+ А)- 1 eAt X<OJ . ( 4, 11) 

В силу (4,6) равенство (4,11) : можно выразить следующим образом: 

V = -Х' (А' + А)- 1 Х.!, (4, 12) 

Рассмотрим квадратичную форму 

11 

V = ~ dsjXsXj. (4,13) 
s,j 

где dsj - элементы матрицы - (А' + А)- 1. 

Теперь покажем, что производная функция d V /dt от функции V 
удовлетворяет равенствам (4,5). 

Дифференцируя функцию V (4, 12) относительно t, получим 

( 
dV) = - dX' (А' + А)-1Х - Х' (А' + А)- 1 dX. 
dt (4,2') dt dt 

В силу системы ( 4, 2') 

( dV) = - Х' А' (А' + А)- 1 х - Х' (А' + АГ1АХ = 
' dt (4,2') 

= - Х' [А' (А' + А)- 1 + (А'+ А)- 1А ] Х. 

Правая часть пQследнего уравнения равна - Х' Х, если скобки равны 
единичной матрице. Действительно, из равенства АА' = А' А следует, 

10 

J 



что А (А' + А) = (А' + А)А; следовательно, (А' + А)- 1А = А (А' + А)-1 . 
Из этого 

А' (А'+ лг1~+ (А' + А)-1А,;=~А' (А' + А)- 1 + А (А'+ А)- 1 = 

= (А' + А)(А' + А)- 1 = Е. 

Как и в теореме 1, получаем неравенство (3, 7) 

~ < [- -k- + 21/ VJl llBll] /\ Х 1/
2 + 2nMmax Jxj 11/ V/I //Xll2

• 

Поэтому, продолжая доказательство аналогично теореме 1, можно до
·казать следующую теорему. 

Теорем а 2. Если матрица А перестановочная по транспонирова
нию (АА' = А' А), корни характеристического уравнения det 11 А -
- ЛEJI = О отрицательны и для нормы bsj имеет место следующее не
равенство: 

1 
/1 В JI < 2п 11 V 11 ' 

п 

где l/V/I = ~ /dsj/(cм. 2,9),~d s j - элементыматрицы - (А' + А)- 1 , 
s, j = l 

п 

то шар ~ х~ < R2 находится в области притяжения асимптотически 
s=l 

устойчивого положения равновесия {xs = 01 для заданной системы 
(4,1), где R2 имеет вид (2,12), и в частности Vn = det/l(A' + A)- 1//. 

Следствие. Очевидно, что утверждение теоремы остается вер
ным, если взять матрицу симметрическую (А = А') такую, что корни 
характеристического уравнения det 1/ А - ЛЕI/ = О отрицательны. 

2) Пусть дана система дифференциальных уравнений вида 
/! /1. 

п 

+ ~ С~· @хах@ , s = 1, 2, . .. , п, 
а, @= 1 

где аи < О, asj = О при s > j, пусть min] аи 1 = а. 
i 

Рассмотрим наряду с системой (4, 14) систему 

s = 1, 2, . .. ' п. 

(4, 14) 

( 4' 15) 

В этом случае определитель д (2, 7) с этими коэффициентами asj• s ,-:;;: j, 
s, j = 1, 2, ... , п имеет вид: 

2а 11 О 

а1 2 а11 + a z2 1 , . 

. . . . 2ann 

( 4' 16) 
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п 

Так как значение определителя (4, 16) равно Л = П (а11 + aJJ), то 
i,j=l 

для ] Л1 1/l _Л1 (см. 2,8) имеем следующее равенство: 

J Л1 [ 1 1 
_J_д_I_ = ~i~ 1 аи+ aii 1 = 2а · (4,17) 

1, J 

Поэтому, как следствие из"теоремы 1, можно доказать теорему 3. 
п 

Теорем а 3. Пусть квадратичная форма V = ~ vsixsxi удовле
s, J=l 

творяет уравнению ri.V/dt = - ( xi + х~ + ... + х~) в силу системы 
(4, 15); 

(4, 18) 
tf/l 

тог да шар ~ х~-< R2 будет находиться в области притяжения асимп-
s=l 

тотически устойчивого положения равновесия относительно об,1асти 

xsl <; H , 
если 

1 ( Vn ) - 2 R2 
= --;:/2 2а ~ п-~ Н , 

где , 
(4, 19) 

3) Пусть дана система дифференциальных уравнений вида 

п 

d:/ = Л. sxs + ~ bsjx j + 
i = l 

п 

+ ~ С~· ~ХаХ~, S = 1, 2, . . ,, n, (4,20) 

а, ~= 1 

где Л.s < О s = 1, 2, ... , п, и пусть min\ЛsJ = Л, max\ЛsJ=11 . 
s s 

Рассмотрим наряду с системой (4,20) систему 

dxs - Л . 
~- sxs, s = 1, 2, ... , п. (4,21 ) 

п 

В этом случае квадратичная форма V = ~ v six sx i> удовлетворяю
s, i = l 

щаЯ уравнению dV/dt = - (xi + х~ + ... + х~) в силу dxs/dt = Л.sxs, 
имеет вид 

12 

п 

V =- -1 \--, _1_ z 
2 ."'-! Лs Х s· 

s= l 

(4, 22) 



Следов·ательно: 
п п 

1 
~ / / 1 ~ 1 n l 1 11 п 1 llV 1 = ~ v.sj = т ~ гх;т < 2 mlnP-.sl·= '2Т· 

.s, j=l .s=l 

Поэтому, как следствие из теоремы 1, получаем теорему 4. · 
Те орем а 4. Если имеет место неравенство 

л 
1/ В /1 < nг. 

п 

(4,23) 

-(4,24) 

то шар L, х~ -< R2 будет находиться в области притяжения Jасимпто-
.s=l 

тически устойчивого положения равновесия относительно области 

x.s/-< H. 
если 

(4, 25) 

5. Пример 

Пусть например, дана система , двух дифференциальных уравне
ний : 

r ~ = - х-у+Х(х, у) 

1 

dy 
.dТ =Jx-y+ У(х, у), 

(5' 1) 

где 

]Xi, IYl < B [/xl+/Yil в области О:/х/ , /у/ -< Н. (5,2) 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

~~ (-х - у) + ~~ (х'- у) =~-J(x2 + yl). (5, 3) 

Будем искать функцию V в виде квадратичной формы 

(5,4) 

где V 81 , i, j = 1, 2 суть неопределенные-~числа. Подставляя функцию 
( 5, 4) в уравнение ( 5, 3), получим 

(2xv11 + 2v1 2Y) (- х - у)+ (2v1 2x ;+ 2v22 y)(x'- у) = -:(х2 + у2). 

Для определения vsf получим следующую систему уравнений: 

*См. замечание 1. 
'''* См. (2,10). 

1 - 2V11 + 2V1 2 = - 1 

l
-V11-2V1 2 +v22 = 0 
- 2v12 - 2v22 = - 1, 

(5,5) 
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В этой системе 1ЛJ = 16, \ Л1 1 = 6. Таким образом, 1 B IJ должна 
удовлетворять следующему неравенству, то есть, следуя условию 3 
из теоремы 1, 

JI B ll< l /2n4 jЛ/Л1 \ = 1/12. 

Однако, если найти v 11 = 1/2, v12 = 0, v22 = 1/2, то имеем 11Vll= 1 
и для 11 В 11 можно получить следующую оценку: 

ll B IJ< 1/4(= l/2n lJ V ll). 

Теперь найдем область асимптотической устойчивости для задан
ной системы Vп, Vп-1 = 1 /2. Следовательно, в силу (2,12) или из 
теоремы 1 

( 

1 \ ' /, 

R = _1 4 • _!_О_) н = _1_ н 
2 _1 6 -(3 . 

2 

В силу оценки В. В. Немыцкого [3] 
ь2 

с В < Еп-1 R = _/-шах ' 
п2 r т 

R = c:"-IH 
max ' 

где 

// All= -. r_ t а;1 , v 1,;=1 

т - число отличных от нуля функций Xs и Ь2 = min.I ReЛi 1· Сл'едова
; 

тельно,~ можно получить для рассмотренного выше примера: 

Ь~. = 1, п = 2, т = 2, 11 А 11 = 2, 

CR < (' /22 y "2):(1/22· 2) = '/з2 V2, 
1 1 1 

R = €~-;~Н = т · -у Н =в Н. 

Таким образом, в этом случае наша оценка лучше оценки, полу
ченной по методу В. В. Немьщкого. 

Настоящая работа выполнена под руководством проф. В. В. Не
мьщкого, которому автор приносит благодарность за постановку 
задачи и за постоянную помощь и внимание к работе. 
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