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А. М . l<ATACOHOB 

·ОБ ОДНОЙ ОСЕСИММЕТРИЧЕСКОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧ Е 
Т ЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА 

Из динамических задач термоупругости известны решения одно
·мерных задач [ 1, 2] для полупространства и [3] для пространства с 
·выключенной сферой. В настоящей работе методом неполного разде
ления переменных с последующим применением метода операционного 

исчисления дается решение одной из осесимметрических динамиче
-ских задач термоупругости. 

1. Постановка задачи 

К границе упругого полупространства, находящегося в покое, в 
момент времени t = О мгновенно прикладывается осесимметрически 

·распределенная температура вида 

Т = T0n2/27t (1 + n2r2) 312 
• 

. За.Данное распределение температуры обладает следующими особен
ностями: при возрастании параметра п температура в начале коорди

liат растет пропорционально п2 и быстро падает при удалении от 
начала . координат, при п - оо получается случай сосредоточенного 
теплового воздействия . 

В полупространстве от неравномерного распределения температу
J>Ы, описываемого уравнением теплопроводности, возникнут термоуп

ругие напряжения, которые требуется определить. 
Уравнения движения в случае осевой симметрии имеют следую

щий вид 

(1,1) 

д (raz) + д (r't) _ д2w 
дz дr - Р дt2 ' 

( 1,2) 

.где crr (г, z, t), crz (г, z, t) и cr 0 (г, z, t) - нормальные напряжения, 
't(r, z , t)-касательное напряжение, и(г, z, t) и w(г, z, t)-переме
щения в направлении осей г и z соответственно, р - плотность среды. 
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Согласно гипотезе Ф. Неймана, напряжения и деформации связаны 
соотношениями: 

ди 
о =ле + 2" _ _ r::iт 

r г дr t"" ' 

дw ~ о =ле+2•1- - т z г дz ' 

Ое = ле + 211 _!!_ - ~Т, r 

.' ди дw) 
't = 11~Тz + ar, 

( 1,3) 

(1,4) 

(1,5). 

(1,6), 

ди дw и 
где е = -д + -д + - , Л и 11 - постоянные Ламе, ~ = (Л + 2/ 311) 1, r z r 
1- коэффициент температурного кубического расширения, Т (r, z, t) -
температура. 

Вводя в рассмотрение продольный и поперечный термоупругие 
потенциалы ep(r, z, t) и tji(r, z, t), будем иметь: 

д'f до/ 
и = дГ - дZ ' ( 1 , 7)1 

' . д<р до/ ф 
w=дZ+ог + г· (1,8) 

Потенциалы ер и tjl, согласно (1,1) - (1,6), удовлетворяют урав-
нениям: 

д2'f 1 д'f д2'f 2 д2<р 
()Г2 + r дг + дz2 = а дi2 + ~пт' (1,9), 

д2<ji 1 до/ о/ д2о/ 2 д2о/ 
дr2 + :-Гдr - 7 + дz2 = Ь дt2 . (1, 10) 

1.. 

Здесь а2 = р/(Л + 211), Ь2 = р/ 11, т = (Л + 2/ 311) 1/(Л + 211). 
В начальный момент времени полупространство находилось в по-

кое, сл~довательно 

ф· 1 = tjl 1 = о ~ 1 = ~ 1 = о ( 1, 11 ), 
' . ' = 0 ' = о , дt t = о дt ' = о . 

Так как граница полупространства свободна от напряжений, то. 

[ (Ь2 - 2а2) д
2

'f -t- 2 д
2

'f' + 2 д
2

о/ + 2 до/ + (Лт - ~) Т J J =О (1, 12)· 
дt2 дz2 дrдz r дz z =0 · ' 

[ 
д2<J; д2'f д2<ji ] 1 

ь2 дt2 + 2 дгдz - 2 дz2 z =0 = о . (1,13) 

Потребуем далее, чтобы ер и tjl были ограниченными при z -+ оо , 
то есть 

lim ер < М, limtJi < N. (1,14) 
Z -+ ОО z -~ 00 

Температура Т (г. z, t) удовлетворяет уравнению теплопроводности. 
д2 т 1 д т д2 т 1 д т 
~+-;:-~+дТ = Тдt· (1,15) 

начальному условию 

тl = О 
t =0 

( 1, 16) 

и граничному условию 

т1 - т.п2 
z =о - 21t (1 + n2r2) З/2 

(1, 17). 
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Потребуем также, чтобы температура оставалась ограниченной пр 
z-. оо , то есть 

lim T < L. ( 1, 18) 
Z-+ оо 

Таким образом, задача свелась к определению термоупругих по
тенциалов qi и 1)1, удовлетворяющих уравнениям (1,9), ( 1, 1 О) и условиям 
(1, 11) - (1,14). Температура при этом удовлетворяет уравнению (1,15) 
и условиям (1,16) - (1,18). 

2. Распределение температуры 

Граничное условие ( 1, 17) можно представить в таком виде: 

(2, 1) 

где 10 (~ r)- функция Бесселя нулевого порядка. Соотношение (2,1) 
позволяет применить к решению уравнения (1, 15) метод неполного 
разделения переменных. 

Решение ищем в виде интеграла Фурье-Бесселя 
00 

Т = {: S X(z, t; ~) !0 (~r)е- цпdс 
о 

Для определения X(z, t, е) имеем уравнение 

а2х е2х - i ах 
~ - - -т---аг 

при следующих условиях: 

Х\ = 0, 
f=O 

Х\ = е2 , 
z =о 

lim X < L. 
Z-+ оо 

(2,2) 

(2,3) 

(2,4) 

(2,5) 

(2,6) 

Полученное уравнение (2,3) при условиях (2,4) - (2,6) решаем 
операционным методом. В изображениях с учетом начального усло
вия имеем 

где 

d;~* - (~2 + p / k) Х* = О, 

Х* 1 = е 2, 
z=O 

lim Х* < L. 
Z -+ оо 

00 

Х* = р s Х (z, t, е) е - pt dt . 
о 

(2,7) 

(2,8) 

(2,9) 

Решение уравнения (2, 7), удовлетворяющее условиям (2,8) и (2,9), 
имеет вид: 

Х* = е2е - У~' + pfk z • 

3* 

(2,10) 
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Переходя к оригиналу, получим 

Х = 2 е - z< erfc 2 z2/ kt - €} kt + 1'[ ( J v- г-) 

+ ez< erfc ( +v z2/kt + е v kt)J. 
Здесь 

( 2, 11) 

00 

erfcx = J~ 5 e - Y'dy . 
х 

3. Распределение напряжений 

Уравнения (1,9) и (1,10) решаем также методом 
ления переменных. Потенциалы ер и tjJ ищем в виде: 

неполного разде~ 

00 

ер = Io... . r ф (z t €) е - <! 11 1 (€г) d~ 
21tµ .J ' ' 0 Е ' 

о 

00 

то )' < d" tJi = 2- · W (z, t, ~) е - п 11 (е г ) ; , 
1tf!. • ' 

о 

где 11 (€г)- функция Бесселя первого порядка. 
Изображения Ф* и W* удовлетворяют уравнениям: 

а;:2* _ (~2 + а2р2) Ф* = µте2е - v<'+ P/kz, 

~:ч: _ (е2 + ь2р2) W* = о 
и следующим условиям на границе и на бесконечности: 

[ ( ь2 - 2а2) р2Ф* + 2 а;:2* + 2~ дlz* + (Лт - ~) Х* ] / z = 
0 

= О , 

(ь2 2W* - 2е дФ* - 2 a2w* ) / = о 
Р дz дz2 z =о ' 

lim Ф* < М. lim W* < N. 
z .... 00 Z-+- оо 

(3, 1) 

(3,2) 

(3,3) 

(3,4) 

(3,5) 

(3,6) 

(3,7) 

Решение уравнений (3,3) и (3,4) при условиях (3,5) и (3,6) имеет сле
дующий вид: 

де 

_ [ (Л _А) ~2 + (Ь2 - 2а2) µmE2p + 21J.1ne2 (Е2 + p/k )] Х 
С1 - т t' 1/k - a2p p(l/k-a'p) 

р2ь2 + 2е2 4§41'-m -У e_2_+_p_/_k Х 

Х 4е2 у е2 + р2а2 у Е2 + р2ь• _ (р'Ь' + 2~2)2 р (1/k - а2р) 
уе2 + р2ь2 

Х 4е2 -,/ Е2 + р•а•. -,/ е2 + р'Ь' - (р2ь•+ 2е2)2 , 
4µте~ (Е' + р/ k) -У Е2 + р•ь• 
р (I/ k - а.2р) • 4е2 -У е2 + р•а• -У е• + р•ь• - (р•ь• + 2е)2 
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_ [ (Л _ r.!) е2 + (Ь2 - 2а2) fLme2p + 2,,_те2 (е2 + p/k)] Х 
т t' 1/k - а2р р (1/k - а 2р) 

2Е -,( е2 + р2ь2 
Х 4€2 -,( Е2+Р2 · ь2 -,( е2 + р2а2 _ (р2ь2 + 2е2) 2 

(3,11) 

Подставляя (3, 10) и (3, 11) в (3,8), (3,9) и переходя к оригиналам, 
получим: 

S 0 + ioo 

1 s 2Е2 + р2Ь2• pt-zV~'+p'a' dp 
Ф (z, t, е) = 2-;t !1 (е, р) R(E,p) е Р -

S 0 -ioo 
S0 +ioo 

__ 1 1· (е ) Е -,! е2 + р2Ь2 pt-z v~'+p'a' dp + 
ni J g 1 ,р R(E,p) е р 

S0 -ioo 
S 0 +ioo 

,,.те2 J' е pt-z ~ dp 
+ 2пi р (1 / k - а2р) р ' 

. (3, 12) 

где 

S0 -ioo 

S 0+ioo . 

W (z, t, 1 s 2Е2 + р2Ь 2 pt-z vе'+ь'р dp 
е) = 2пi g 1 (е, р) R(E,p) е p -

s0-ioo 

So+ioo 

__ 1_ J f (е р) е-,! е2 + Ь2р е pt-z vе'+ь'Р dp 
пi 1 ' R(E,p) р ' 

S0 -ioo 

/ 1 (е, р) = [(Лт - ~) е2 + р2 (Ь2 - 2а2) [J-me2p/p (1/k - а2р) + 
+ 2f'-me2(e2 + p/k) /p(l /k- а2р), 

g 1 (e, p) = 2e311-m-Ve2 +p/k/p(1/k-a2p), 

R (~, р) = 4е2 -ve2 + а2р2 уе2 + Ь2р2 - (р2Ь2 + 2е2)2, 

(3, 13) 

S0 - абсцисса сходимости. 
Подставляя (3,12), (3,13) в (3,1), (3,2) и меняя порядок интегриро

вания, будем иметь: 

оо S0 +ioo 

(z t) = ~ J' / (er) J f (е р) 2~2 + р2ь2 е pt-zve'+a'p'- _§__ dp de -
ер ' r, 4п2,,_i о i , R(E,p) п Р Е 

О S 0 - i oo 

00 

+ :10~0 S 10 (er) 
о 

S 0'/-ioo __ е 

S 
е pt-z ve'+p/k - - dp 
----;-::-..,...,.-____,,-,.--п - ~de 

S0 -ioo 
р (1/k - а2р) р ' 

оо S 0 +ioo 

(3, 14) 

W ( t) = ~ J / (er) J g (е р) 2е2 + р2ь2 е pt- z v~'+Р'ь' - ~ dp dE -
Z, r, 4"2fLi 1 1 , R(E,p) р Е 

О S 0 -ioo 

,r-- е pt-z. e'+p'IJ'- - dp dt 
е п _ ~. (3, 15) 

р 
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Исследование и вычисление интегралов, входящих в формулы 
(3, 14) и (3, 15), производятся аналогично тому, как сделано в работах 

• [4, 5), в которых рассматриваются подобные интегралы. 
В акустическом случае, то есть при i.i. = О, имеем: 

ar = az = а0 = а, 't: = О, 

* 
~~ ~~ 

ф = _ • '" е -z VE'+P'fc' + • " е - z 1 r~'+ p/k 
р (c 2/k - р) р (c 2/k - р) 

( c =V ~), (3, 16) 

1-F* = О. 

Переходя к оригиналам, получим для напряжения при t < zfc 

' ~ ~ ';;
1 е '''1' Н е- ,r "'' +<'l"t ecfc ( + { ~; -]/[t' k- c'/ k Jt) + 

+e""'" +'''"'ecfc ( ; у' ;; + {[<'k - ~ Jt ) j te-O•J,(< г)d< (3,17) 

и при t > zfc 
00 J t 

а= ToA1Z s е с'(!- z/c)/k - € s f 1 (~с -if 't2 - z2/c2) е (1 -<) c'/k d-c -
27t l -if 't2 _ z2/c2 

О z/c -+ е c'l /k [ е - v z' (~ '+ c'{k' erfc ( + v~ -v €2kt + с~ ) + 

+ е V z' СЕ'+ c'/k') егfс ( + J/. ~~ + V ~2kt + ~t) J J ~е -Е/п / 0 (~r) d €. (3, 18) 

Переходя к пределу при t -+z/c в выражении (3,18), получим , что 
напряжение на фронте волны терпит разрыв на величину 

Лa = T0тЛn2/21t(l+n2r2) 312 • (3,19) 

Из теоремы о конечном значении оригинала следует, что при 
t-+ оо а_, О, что соответствует решению статической задачи . Таким 
образом, напряжение с течением времени изменяется так: в начальный 
момент времени напряжение отсутствует, в промежуток · времени 
О< t < z/ с напряжение возрастает, в момент t = z/ с оно терпит раз
рыв на величину да и при t-+ оо стремится к нулю . 

Если температура на границе изменяется со временем, то решение 
получается из данного посредством интеграла Дюгамеля. 
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