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СИММЕТРИЧНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ШАРА 

ЛРИ НАЛИЧИИ ОБЪЕМНОГО РАСШИРЕНИЯ 

Полый металлический шар наружного радиуса Ь и внутреннего а 
находится под действием наружного Рь и внутреннего Ра равномер
ного давления. Кроме этого, материал стенки испытывает объемное 
расширение, вызываемое внешн11ми причинами, например облучением 
нейтронами_ Специальный пример такого рода будет обсужден в § 2. 

Указанное объемное расширение 0 (г, t) является функцией радиу
са г и времени облучения t, которое будем считать известным. 
Предположим, что изотропия материала шара не нарушается и меха
нические свойства последнего не зависят от радиальной координаты г. 

По условию симметрии г мшными осями напряжений и деформаций 
будут направление центрального радиуса г и два любых перпенди
кулярных к нему направления на сфере г = const. Эти последние обо
значим индексами 1 и 2, а радиальное направление - индексом 8. 
Тогда в силу симметрии 

(1) 
имеем также 

е = 1
/ 3 (2е1 + е9), е1 = 2/ 9 (е1 - е3) sign (е1 - е3), (2) 

о = 1/ 3 (2о1 +о), о1 = (о 1 - о9 ) sign (а1 - а3 ). 

Так как в указанных условиях нагружение будет простым [5], то для 
решения поставленной задачи воспользуемся теорией малых упруго
пластических деформаций [5], основные законы которой на основании 
обобщения гипотезы Неймана имеют вид: 

а1 = Ф(е1), 
а 1 

е = зк + З е. 

(3) 

(3') 

(3") 
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Здесь б = б (r, t) - объемное расширение, вызванное облучением . Если 
принять, что материал обладает линейным упрочнением, то уравнение 
(3') запишется в виде [5] 

( 
1 da · ) oi = E[(1-Л)ei +Лe8J A= 1 - Ede1i = const. (4) 

В дальнейших рассуждениях будем исходить из предположения, 
что материал шара обладает линейным упрочнением. 

Радиальное перемещение обозначим через w = w (г, t); танген
циальное перемещение в силу симметрии будет равно нулю. В выра
жении w время t является параметром; следовательно, 

er = e2 =w/r, e3 = dw/dr. (5} 

Уравнение (3) приводит к соотношению 

sign (о 1 - а3 ) = sign (е 1 - е3) =о. 

Уравнение равновесия 

da3/dr + 2/r (а3 - а 1 ) = О 

на основании (2) и (6) перепишем в виде 

da1 = [d(oai) +~а. J 
dr dr r 1 • 

Из (3) на основании (2) имеем 

2al +аз+ 3Кб = 3К (2е1 +ев) · 

Отсюда, используя (5) и (2), имеем 
о w Зо 

а1 - 3а1+ КВ = 3К r -тКеi. 

(7) 

(8), 

(9) 

Дифференцируя последнее соотношение по г, принимая К постоянной 
и учитывая, что 

получим 

da1 = _I_d (оа;) _ ЗК [d (ое;) + ~ е J _К~ (10) 
dr 3 dr 2 dr r l dr · 

Исключая из (8) и (10) величину da1/dr, приходим к уравнению 

_!!_[ г3о ( а .+ 9К е )] = - зк гз~ (11) 
dr \ 1 4 l 2 dr ' 

интегрируя которое, найдем 

(12} 
а 

Произведя интегрирование по частям, представим уравнение (12) 
в виде 

ei + ~~ = 
2
3° [ ( 1 - ~:) ёа (г, t) + ~: в (а, t) + 

2fк~~>J, (13} 

. где ёа (r , t) - среднее значение функции б (г, t) в области (а, г) 
r 

ёа(г , t) = гз~а3 ~r2бdг. (14} 
а . 
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Уравнение (13) вместе с законом (3') определяют ai с точностью до 
функции С1 . 

Если шар находится в упруго-пластическом состоянии, то границу 
yпpyrpFJ· · и пластической областей обозначим через 1- = ~- Значение 
величины ~ определится из условия 

( 15) 

Итак, в момент времени t в шаре могут быть упругая (а -< г -< ~) и 
пластическая (~ -< г -< Ь) области. В упругой области уравнение (3') 
имеет вид 

(одним штрихом отмечены искомые величины, соответствующие 
гой деформации, двумя штрихами - пластической). 

На .основании (16) из (13) получаем 

т'а; = 8 [ ( 1 - ~:) Ва(г, t)- В(г, t) + ~: В(а, t) + 32;;3 } 

(г -< ~). 

На основании (4) и (15) получаем из (12) 

(16) 

упру-

(17) 

т"а;' = Ааs- 2;[(1- ~:)ё~(г, t)-B(r, t) + ~: В(~, 

(г > ~) 

2С J t) + · зк:2 , 
(18) 

где 

т' = 9К + 4Е/6КЕ, т" = 9К + 4E(I - А)/9КЕ(1 - А). 

Таким рбразом, 

0
. = 1 о; при r -< ~ 
l 11 ........ r.! 

oi при r ,,:::;-- t'· 
(19) 

Интегрируя уравнение равновесия (7) и используя (2) при условии 
~з 1 r=a = - р а• находим 

с 

1 2 s 6;; d р · о = - r -
3 г а дЛя r -< ~ 1 

а 

~ r 
(20) 

о" = 2 \ °-2. dr + 2 С оа; dr - Р 
3 ) r .) r а для r > ~-

а ~ 

Из условия о3 / г = ь = - Рь получаем 

(21) 
а 

Это уравнение определяет функцию Ср входящую в выражение az· 
На .основании (2) и (20) находим 

1
8а; + а~ дл я r -< ~ 

Gl = ~ "+ " -............_ ~ 
00; 03 дл я г ~ t'· 

(22) 
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Подставляя ( 17) и ( 18) в ( 15), получим уравнение Для опр·еде.л~ния ~~ 

(23) 

Знак о определяется из (17) и (18) условиями а; > о. o;' > "s· Радиаль
ное перемещение w определим из (9), учитывая (2) и (13): 

w = Т [ 20~( r, t) - ~: В (а , t) - ( 1 - ~: ) В а (r, t) - ; + 
r 

+ -~-J oai d +~] К J r r 3Kr3 • 

• 
. Кроме наружного и внутреннего давлений, извне шар облучается
быстрыми нейтронами. Предполагается , что поток бомбардирующих 
нейтронов одинаков во всех радиальных направлениях и интенсивность 

его постоянна во времени. Известно, что в металле, бомбардируемом 
быстрыми нейтронами, возникает объемное расширение, объясняемое 
главным образом образованием смещенных атомов и повышением тем
пературы облучаемого вещества [1 _:_4]. 

Кирстед изучал объемное расширение в меди, облучаемой при 
температуре жидкого азота дейтронами с энергией 19 Мэв [1]. 

Суммарный поток nvt достигал 1, 15 -1017 дейтрон/см2 • Подсчиты
вая число смещенных атомов по теории Зейтца, Кирстед установил, 
что расширение росло пропорционально потоку nvt, и величина его, 
отнесенная к одному смещенному атому, составляла около О, 1 атом
ного объема (при температуре жидкого азота) . 

Принимая, что падающий на поверхность шара нейтронный поток 
изменяется при движении внутрь шара вдоль радиуса r по закону 
e-µ.r (11 = const) [6] и выбирая Ь достаточно большим при достаточно 
большой величине разности Ь - а, на основании данных Кирстеда 
в нашем случае примем 

B(r, t) = A1 (t)e-µ.(ь-r>(a -<:: r;-<:: Ь), (24) 

где А1 (t) является функцией, зависящей от суммарного потока nvt, 
включающей число смещенных атомов и атомный объем Va и не зави
симой от r. Обозначим через t0 время ·облучения, соответствующее 
суммарному потоку nvt = 1018 нейтрон/см2 , и введем безразмерные ве-
личины: 

р = r /b, Gt = а/Ь, ~0 = ~/Ь, 11° = 11Ь, 't = t /t0 • (25) 

Тог да (24) перепишется 
&(р, 't) = A('t)eµo(p-1!. 

Если принять А1 = 0,1 Va11Bnvt, где В - число смещенных атомов, от
несенных к одному бомбардирующему нейтрону, то при nvt = 1018 ней
трон/см2, в,......, 104 дефект/нейтрон, va = l0-24 см3 , 11° = 15, имеем 
А,......, 10- 3. 

В безразмерных величинах выражения (17), (18), (20) и (22) при
мут вид: 

r'o; = 0[(1- ~: )&"(р, 't)+ ар
3 

&(а, 't)+ 3~~]' (р -<:: ~0), 

1~0; = Лоs - ~о [(1 - ~о3з) :&~о (р, 't)- & (р, t) + ~Р:3 &(~o,'t) + 3~3} 
. (р :> ~о), 

46 



? 

' 2 ~ · ocr; d р Ci = - р -
3 р а дл я Р -< ~ 0 , 

Ci3 = { 

1 
t 

J оо; +-Ci3 дл я р -< ~ о 
0

1 = \ 00;1 + Ci3 для р -< ~о. 

ДляслучаяРа = Рь = О, а = О,1 и {}(p,'t) = 2·10-З 'te 1 5 <P- 1 >, если упру-· 
гие постоянные суть v = 1/3, К = Е =" 2·106 кг/см2 , .os = 4000 кг/см2' 
(сталь), значения интенсивности напряжений cl и напряжений о 1 = оz
и о3 для разных р при 't = 1 приведены в таблице. 

р 

1 

00-1 
1 

о-1 кг/см 2 

1 

о-3 кr/см 2 

01 479 479 о 
02 59 ,5 199 140 
03 17 ,8 172 154 
04 8,78 165 156 
05 3,06 163 159 
06 - 1, 73 161 163 
07 о - 2,02 159 161 
08 - 9. 11 141 150 
09 - 442 - 323 119 

1,0 - 2000 - 2000 о 

При р = 0,564 знак о меняется. 
Та!< как в пределах рассматриваемой экспозиции nvt модуль. 

Юнга меняется незначительно [7], его можно считать постоянным. 
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