
Ш-e ·enrl-t uk 
МОСКОВСI<ОГО УНИВЕРСИТЕТА 

№ 2 - 1959 

. J. 
А. ~М . }{ОМАРОВ 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ТИПА ГАЛЕРКИНА* 

.ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ·РАЗВИТИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ТЕЧ ЕНИЯ 
ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ 

Возможi-юсть применения метода Галеркина к решению задач 
гидродинамической устойчивости впервые 6Ь1~а показана Г. И. Пет­
ровым [ 1}. В последующем этот метод успешно применял~я в ряд,е 
работ ([2, 3] и др.), где исследуется поведение · во времени возму­
щений, возникающих сразу во всем цотоке, лричем основное тече1-1ие 

предполагается существенно одномерным. 

В настоящей статье доказывается возможность применения метода 
типа Га.11еркина [4] · для решения задачи об исследовании ра~вити,я 
возмущений по потоку в двухмерно.1v1 случае. · · 

Пусть имеется течени~ вязкой несжимаемой жидкости в плоском 
канале шириной h~ образованн6м' двумя пр'ямоли-нейными и параллель­
ными стенками, простирающими·ся до бесконечности лишь в одну 
сторону. Начало оси х выберем в середине расстояния между кон-

цами стенок. ' 
Пусть во входном поперечном сечении скорость по вс~й шир1ще 

канал а ·. одинакова и равна U 0 . На стенках должно· выполняться ' усло ­
вие прилипания и = v =О при ~ =1 + ~/2, х > О. 

Пусть на это основное течение наложено двухмер~ое возмущаю­
щее движение, определяемое функцией · тока t/i (х, у, t) и давлени,ем 
р' (х, у, t). Как основное, так и результирующее движение жидкост,и 
будем считать удовлетворяющим ' ур.авнениям Навье-Стокса. Наложен­
ное возмущение будем <;';lитать "малым" в .том смысле, что слагаемые 
в уравнениях НавьесСтокса длЯ результиру10щего движения, содер­
жащие произведения возмущаlоЩих величин, пренебрежимо малы 

по сравнению с остальными слагаемыми. · 
. . .1 

' : 

* В литературе иногда этот- метод называют методом Канторовича или просто 
методом с ве.(\ения к обыкновенным д ифференциальным уравнениям . ~ ", 
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Для искомой функции ф (х, у, t) получаем уравнение в безраз­
мерной форме: 

L (•'•) == ддо/ - -1 ддф + и ддо/ + v ддо/ + 
'!' дt R. дх ду 

а.у . а.у . ! t) + F 1 ду - F21дх = (х, у, , (!} 

где и (х, у) и v (х, у)~- скорости основного потока, 

F i = д~ ( ~~ - :; ) , F 2 = ~ ( ~~ - ~: ) и R = и ~:i 
при следующих граничных условиях: 

Ф.= :~ =О на границе области О (х >-О, 1у1 -< 1), 

Ф/1-о = Фо(х,у). (2~ 

IJредполагается, что ф и дф/дх стремятся к нулю при х __, оо. 
В уравнении (1) f (х, у, t) - известная функция, появляющаяся в ре-­
зультате сведения граничных условий при х = О к нулевым. 

Приближенное решение ищем в виде 

п J ' • ~ 

Фп = ~ak(t)-Xk(x,y), 
k= l 

где {Xk} - полная система функций, удовлетворяющая условиям: 

Xk = дь/дп = О на границе О и при х -. оо. 
Применение метода типа Галеркина приводит к системе обыкно­

венных дифференциальных уравнений 1-го порядка: 

s L (Фп) • XtdO = s f ·xidO. i = 1,2, ... , п. (3} 
о о 

Сложим уравнения системы (3), предварительно умножив их соот-­
ветственно на at (t), и результат проинтегрируем по t. Получим 

s Фп· а:;п dQ - + s Фп · ЛдфпdQ + 
Q Q 

+ S IJinLI (фп) dQ = 5 ФnfdQ, 
Q Q 

где Q = о. {О <: t <: Т] - цилиндрическая область в пространстве х, у, t · 
дд дд д д 

и L1 = U ох +v ду +F1 ду -F2 дх .· 

Производя интеграцию по частям с учетом (2) и используя урав­
нение неразрывности для основного течения, из последнего соотно-­

шения можно получить следующие оценки: 

J[ (~о/; у+ (а:;)] dQ <: F 1 (Т), 
Q 

(4) 

J[ (~~:)2 + 2 ( ::~; )2 + (а;~ )2] dQ -< RF2 (Т). 
Q 

(5)· 

t :. j •• 
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Здесь 

F, (Т) ~·* [с, J J ( е'• "-" -Л f'dtdO + к, (е'•' - !) ] . 

Положительные константы с2 и с3 определяются через максимум 
модуля скорости основного потока с 1 • 

Умножив уравнения системы (3) соответственно на а; (t), после 

сложения и интеграции по t, получим соотношение 

r до/п . sдо/п . 
.\ дТ L (~п)~dQ = дТ fdQ, 
Q Q 

из которого, аналогично предыдущему, получаем следующую оценку: 

Здесь 

F 3 (Т) = c4F1 (Т) + c5F2 (Т) + С 6 S f2dQ + -} К2 , 
Q 

К2 = S[(a;~: )2 + 2 ( :~~~ )2 + (а;;: )2J dR. 
о 

(6) 

Положительные константы с4 , с 5 и с6 определяются через с2 , с3 и 

шах(\F1 \, IF2 /) = M. 
Дифференцируя уравнения системы (3) по времени и умножая их 

соответственно сначала на а; (t), а затем на а;' (t), подобным же обра-
зом получим еще одну группу оценок: . . 

s[(д
2

о/п)2 ( д
2

о/п)2j * дхдt + дудt/ dO -< F2 (Т), (7) 
~? 

(8) 

Здесь 

F* (Т) = 3-[с2 r (есз (Т- 1) _ 1) ( дf ) 2 
dQ + 

3 с3 .J дt 
Q 

+ к; (ес• Т - 1)] + с5F; (Т) + с6 J(ft)2dQ + -}-к; . :'. 
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к·= S[(д2ф 11)2 + (д2ф 11 )2J dQ ~ 
1 dxдt dyдt t=O """ 

о 

-< с9 К~ + C1u J( ft \=о dQ, / 0 = f (х, у, О). 
о. 

ЛолоЖ»тельные константы с1 определяются. 
К полученным оценкам (4) - (8) следует добавить еще одно нера­

венство 

.f ф~dQ -< 4 J[(a:~, У+ (дa~YJdQ, (9) 

Q Q 

неоднокра'Тно использовавшееся в промежуточных выкладках. 
Неравенства {4) - (6), (8) и (9) позволяют утверждать, что мно­

жество i Ф 11 i принадJ1ежит пространству W~2> (Q 1 ) с ограниченной 

1 1 ф 11 11 w~2)(Q,), а множество { :~ }. где х 1 = х, х2 = у, х3 = t, принад ­
JJежит W~1 > (Q1) с ограниченной IJ дd;'; 11 w~I) (Q,). Здесь Q1 = 21 Х [О -< 
<; t -< TJ < Q для любой конечной области Q1 < Q в плоскости х, у. 

Из теорем вложения С. Л. Соболева [5] следует, что множество 
Jф 11 ] компактно в пространстве непрерывных функций С, а множество 

{ ~~;} сильно компактно в Lq • на любой плоскости измерения S. Здесь 
q* < 4 и S = 2. Это доказывает сходимость примененного нами метода 
в С для функции ф и в Lц• (S) для ее производных. 

Используя соотношение (7) и применяя теорему Арцела [5], мы 
·получ~~ ·. равномерную сходимость по t для функции ф в интервале 
О -< t <;. Т . . 

Определим теперь обобщенное решение нашей задачи как функ­
цию ~. удовлетворяющую следующему интегральному соотношению : 

т s ~ { ( :; + и :: + v ~~ ) дф + 
о 2 

1 ( д2rр д2ф д2rр д2ф д2rр д2ф ' . 
+ R dx2 • дх2 + 2 дхду ' дхду + ду2 • ду2 ) + 

+ (F1 :~ - F 2 :: ) ф + f'f) dQdt + 

+ .\ Л<f l1=0ф0df2 = О. ( 1 О) 
2 

Здесь <р (х, у, t) - произвольная функция, непрерывная вмере с первой 
производной по t и со вторыми производными по х и · у, 'у довлетво­
ряющая следующим условиям: 'f = d'f fdn = О на границе Q и Л<f/ 1 = о Фоd9 . 
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Рассмотрим систему функций {w1(t)I, полную в интервале (J <,_t<,.T, 
причем w1 /t=T = О. Тог да система функций е j (х, у, t) = w1 (t) Xk (х, у) 
будет полной в пространстве (х, у, t). Поэтому 

причем 

<р (х, у, t) = ~ cjej (х, у, t), 
j=I 

N 

tfN (х, у, t) = ~с;, k w1 (t) Xk (х, у) 
i, k 

и tfN - <р при N - оо . 
Фиксируем любое N < п. Умножим равенства (3) на c1kw1 (t) таIС, 

чтобы после суммирования получить 

J tfNL (фп) dQ = J f tfN dQ. 
2 2 

Проинтегрировав это соотношение по t, после несложных преоб­
разований убеждаемся , что Фп · удовлетворяет интегральному соотно­
шению (]О), где вместо <р стоит lf!N· Следовательно, этому же соот­
ношению удовлетворяет и предел ф любой сходящейся подпоследо­
вательности { ф п J, существование которой доказано выше. Устремляя 
tfN к пределу при N - оо , показываем, что предел ф удовлетворяет 
интегральному соотношению (10) для любой функции lfl· Этим дока­
зано существование обобщенного решения нашей задачи. 

Единственность решения следует из оценок (4) - (9), полученных 
для точного решения путем непосредственного умножения (1) на ф 
и дф/дt с последующей интеграцией в области Q. При Фо = О и f = О 
решение Ф1 - Ф2 ==О. 

В заключение автор считает своим приятным долгом принести 
благодарность акад. Г. И . Петрову за полезное обсуждение работы . 
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