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ПАВЕЛ ДРАЖИЛА 

О КОНГРУЭНЦИЯХ, ФОКАЛЬНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ КОТОРЫХ 

ПРОЕIНИВНО НАЛАГАЮТСЯ 

§ 1 

В работе [1] С. Фивиков изучал прямолинейные кон:Груэнции, две 
полости фокальной поверхности которых проективно наложимы. Он 
определил конгруэнции, обладающие этим свойством, и показал, что 
они необходимо будут конгруэнциями W, а их фокальные поверх 
ности - поверхностями R. Известно" что эти поверхности - отрица 
телпной кривизны, следовательно, обладают действительными асим
птотическими линиями. Интересная проблема, поставленная автором 
работы [1], решена только частично, и существует еще другой обшир
ный класс прямолинейных конгруэнций, которые мы будем называть 
конгруэнциями w. с проективно наложимыми фокальными поверх
ностями. Соответствующие фокальные поверхности, которые называ 
ем поверхностями R, ~всюду .положительной ·кри1в.из•ны !И !И1меют изо11роп 
ные асимптотические .1инии. Здесь уместно отметить, ·что конфигура
ция, образованная конгруэнцией W с ее' фокальными поверхностями , 
представляет аналогию с асимптотическим преобразованием поверх
ностей - постоянной положительной кривизны, которое - рассматривал 
Бианки. 

Мы .ПР'И'Мем, чтобы облегчить чтен•ие, метод :и Qбоэн.ачения С. Фи 
нююва . 

§ 2 

Для изучения прямолинейных конгруэнций с проективно наложи 
мыми фокальными поверхностями С. Фиников использует подвижный 
тетра'Эдр Т (Х1, Х2, Хз , Х4) , гд·е д.ве :вершины Х, :и Х2 л1ежат в фокусах . 
а две другие Хз ·И х4 - в произвольных точках дiВУХ фокальных 'ПЛОС
костей. 

Пусть и = const, v = const - развертывающиеся поверхности рас 
матриваемой конгруэнции и вершины Хз и Х4 совпадают с точками 
(Х,) v и (Х2)" . Тогда тетраэдр будет определяться системой 
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Х1и=оХ~, 

Х~и=Х~, 

Хзи=оо1Х1 +(\Х2 , 

X~"=N1X1 + R1.X. ~ -~.Х. з - Р1Х", 

< условием ингегрируемос11и 

X 1v=X:1 . 

X2v=01X1 , 

Ри = P1v = ЛЛ1 - 001, 

Ли = Р1Л + N1 Ли= Р Л 1 + N1, 
0vv - N~ + Poi, = Rй - R1j 1, 01ии - N1 v + Р/'1и = R1°1 - R 1 1• 

Rll = ЛNt + Роо 1 + R8 1ov + i31> 1v , R 1v = t 1N + Р1 00 1 + 200 1 /l+01 011 • 

§ 3 

(\) 

Подходящее проективное преобразование переводит начальный 
тетраэдр (Х1, Х2, Хз, Х4) 1в .новое nоложение (У1, У2, Уз , У4) так, что точ
ка (Уз) и точки, инфинигез~имально близкие 2-го порядка, ~совпадают 
с гоч·кой (Х1) и соответствующими инфин~итезимально близкими точ
;.;а м и. В этом случае имеем уравнение 

Y~+dY2 + ~ d2Y2f+". = ( /, + d/, + +d2U+".)( X 1+dX1 - ~ d2X 1t+". )1 

которое должно удовлетворяться до бесконечно малых второго по
р ядка включительно . Выполняя подстано!3КИ и необходимые выклад

"" · оконч ател ьно получаем: 

Л~1 - 001 = О, ОО1 2Л = V] , 0201 f 1 = И1 

( L11 и V1 соответственно произвольные функции одного аргумента и 
и.:ш v), которые дают необходимые. и достаточные условия проектив
ной наложимости двух фокальных nолос11ей (Х1) ~и (Х2) . 

Вводя навые па1раметры и* , v* 'И функции И, V, С. Фиников пред
полагает 

И1 = 1, V1 = 1 

11. таю 1м обр аЗО J\ 1 , поJ1учает уравнение: 

с'JЛ. 1 - 00 1 = о, аа2 ' = 1, а 2а 1 ~ 1 = 1, 
01 куда он выводит 

,\ -- " -- 1 - 1 
Ll - ) - 01 - -"1 

Однако он не замечает, что он не исчерпал все возможные 
Действительно , легко видеть, что можно принять 

и 1 = - 1, v1 = - I 

11 тогда уравнения (2) примут вид: 

~ -· 1 - 00 1 = о, аа 1 ~ 2 = - 1, а 2а 1л 1 = - 1, 

сm.:уда следует 

1 t) 

(1) 

(2) 

(3) 

случаи . 

(1 ') 

(2' ) 

(3' ) 



§ 4 

Асимптотические линии поверхности (Х1) опреде :1яются уравнением, 

1 Х1 , Х1 и, X 1v, d 2X 1 1 =О, 

1<оторое, п ринимая во внимание систему (1), принимает Fшд: 

1 Х 1 , Х2 , Х3 , d2X 1 1 =О 

и, наконец, 

odu2 - Лdv2 = О. 
Для второй фокальной 'полости (Х2) нах,одим Т·О же сам·ое урав

~{-~ нение. 
\.11 Отсюда видно, что конгруэнции, фокальные полости которых про
~\. ективно наложимы, делятся на две категории: одни, для которых 
~ удовл,е11воряются уравнения (l), (2), (3) с асимпто11Ическими, on
.. · • рt>дел.яемыми уравнением 

du 2 - dv2 = О 

н др у ги е, дл я которых удовлетворены уравнения (1 ')' (2')' (3')' и 
а·сиМ'птотические, определяют•ся посредством урав.нен1ия 

dи2 + dv 2 = О . 
Конгруэнции первой категории будут конгруэнциями W с фокаль

ными полостями в виде поверхностей R, в · то время как вторая кате-

гория содержит конгруэнции W с фокальными поверхностями R. 
Конгруэнции W" обладают интересными свойствами, отчасти сход

ными с конгруэнциями W: они встречаются во многих проблемах на
ряду с конгруэнциями W. Было бы интересно поискать, не найдется 
ли ·Ореди этих конгруэнций таких , которые образуют дважды расслоя
емые па;ры. 
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