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МЕХАНИКА 

Н. Н . ПОПОВ 

НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ОДНОМЕРНОЕ 

ДВИЖЕНИ Е ГАЗА С ПОДВОДОМ ТЕПЛА 

В КАНАЛ Е ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ 

Изучение одномерных неустановившихся движений газа в основ­
ном ограничивается адиабатическим и автомодельным случаями. Не­
адиабатическое движение (когда к газу подводится тепло) в прило­
жении к задачам баллистики рассматривалось К. П. Станюкови­
чем [1] в предположении, 'ЧТО после прохождения по газу отраженной 
воJJны разрежения давление в газе выравнивается и можно учиты­

вап, только зависимость давления от времени. К. П. Станюкович 
получил точное решение уравнений движения газа с подводом тепла 
дл51 случая, когда p=p(t). 

Если надо учесть зависимость давления также и от координаты, 
единственным методом решения остается численный мет.од харак­
теристик, однако практическое его использование ограничено 

большим объемом вычислений. Это заставляет искать способы при·б­
лиженного решения задачи, удобные для лра1ктического исполь­
зования. 

В настоящей работе решение уравнений движения газа для слу­
·~ая, когда p=p(t), обобщается на движение газа в канале со слабо 
меняющимся сечением. Уравиения линеаризируются около этого ре­
ше1!ИЯ в предположении, что искомое решение может быть представ­
лено как сумма решения, для которого p=p(t), и малых добавок, за­
висящих от координаты и времени. Полученные уравнения для доба­
вок в некоторых случаях могут быть решены. 

Наши решения применимы к неустановившемуся одномерному 
движению газа с подводом или отводом тепла при широком классе 

начальных условий и требовании, чтобы скорость газа на границе бы­
ла близка к постоянной или могла быть аппроксимирована конечным 
число\f «ступеней» так, что на каждом участке отклонение истинной 
скорости от постоянной было 1бы невелико. 

Скорость границы может рассматриваться как заданная или оп­
ределя ться из условий задачи. 
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Неустановившееся движение газа в канале с плавно изменяю-
щимся сечением F(x) описывается системой уравнений: 

_ди + и ди_ + 1 - др - О 
дt . дх р дх - , 

др др ·ди ир dF _ О 
дГ + и дх + р дх + - F- dx ·- ' (1) 

др др ( ди и dF) dQ 
-дt + u дх + х.р дх + F dx = ( х. - l) Р di · 

Третье уравнение системы ( 1) полуqается из первого закона тер­
модинамики и учитывает подвод тепла к газу. Фу-нкц'Ия Q = Q {t) 
(закон подвода тепла) рассматривается как заданная функция толь­
ко времени. 

Вводя функцию энтропии Ф = р/р" , которая связана с Q (t) соот­
ношением 

S 
dQ 

ф - ф х(х-1) а-2 dГ dt, 
- 0е (2) 

и переходя к скорости звука а, легко представить систему ( 1) в виде: 
t 

~ + и дf!:_ + ~ !!!:._ = а2 ~ S а2 '!._Q_ dt 
дt дх %-1 дх дх dt ' 

о 

да + да + -~- 1 ди + -У-1 1 dF _ (-%-})% Х dQ 
-дt и дх -2- а д,~ -2- аи F - dx - -2а d.t · (3) 

Будем искать решение системы ( 1) в предположении, что дав­
ление зависит только от времени 

р =p (t) . 
Поскольку закон выделения тепла также зависит только от времени, 
то очевидно, что и 

р = р (t). 

Ча :::тное решение первого уравнения системы 

х+ь 
U= t+-r =а 1 , 

где Ь и 't константы. 

(5) 

(6) 

Вставлял (6) во второе уравнение системы ( 1) и использовав 
(5), получим · 

др р х+ь dF 1 _ 0 дt +т + -~- r dхт- · 
~ =f+'t. 

(7) 

Чтобы плотность действительно не зависела от х, необходимо вы· 
полненис условия: 

x-r-b dF 
-у dx = а = const, 

uткуда пс.нучаем закон изменения сечения канала: 

Решэ.ем (7)· 
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F = F0 (х + Ь)" . 

р = !2_ D = Po'tr ' i = 1 + а. 
~r 

(8) 

( ~1) 



Вставляя (6) и (9) в третье уравнение системы ( 1) и использо­
вав ( 4), получим решение 

t 

р (t) = ~-р) [В+ (-tj - 1) D s ~т(х-1) dd~ J ( 10) 

о 

В= Ро'tтх. 

Из (10) и (9) получим вы,ражение для с~орости звука 

а2 (t) = 'l.: = аб~-т(х- 1) [ 'tт(x- I) + 

t 

+ ·1.('Y.- l)Sr.1т(x-l)dQ_ dt ]- 2 - 2 
2 l' dt - ao<f' - а1 • 

ао 
( 11) 

u 

Пt)лученноР точное решение системы ( 1) соответствует движению с 
прямолинейными линиями тока и определенной начальной скоростью: 

= х0 + ь. (/) _ t + ь . (- l) = -l +ь . (l 2) 
Uo 't , Uo - 't ' Uo 't ' 

2l-начальная длина зоны движения. 
Ес;ш оGозначить скорость левой границы через и л и правой -

через un, то из ( 12) следует, что 

'2l 
(13) 't = ---

Примем полученное точное решение нелинейной системы ( 1) за 
первое приближение и . будем линеаризовать около него систему (3) 
положив · 

где и2 и а~ малы. 

U = U1 + U2 (х, t), 

а= а1 + а2 (х, t), 

al = ао Vcf. 
(14) 

Вrтавиd (14) и (3) и отбросив члены, содержащие произведения 
~алы-.: величин, получим линейную систему относительно добавок 

V -
- и2 , А_ а2 _ Q д V + д V 2а1 дА V О 

ао - 0о' q - аб- ' дt Ul дх + 1)-1 дх + -В= ' 

к - -v~ 
- ~ ' '>~ - " (х - 1 ) _ .... _ 1 , 

дА + дА ·1.-I дV + ~[') + _1 d(~) ]+ 
дt Ul дх + 2 а! дх ~ ~Е К . dt 

%-1 v - ('У.- !)% dq - d v~ 
+ -2- акао l/1 - 2 Yrf dt - d{ - - ЕК. 

Ха ракте.ристики системы ( 15) 

Интегрируя ( 16), получим 

dx , 1 -
dt = и, ± anv <р. 

(15) 

(16) 

( 17) 
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ИскJJючив из ( 15) А, придем к одному уравнению второго по­
рядке;· 

д2 V д2 V д2 V 2е + 2 д V и [ 
([[2 + 2и 1 дtдх + (ui - af) дх2 + - ~- дt + JГ 2е + 

+ 2 - ~;i] ~~ + * [ 2е + a~I] = О . 
Введем новые безразмерные переменные 

t 

~=~ Jк ап ' "/] = dt. 
о 

Тогда (18) примет вид: 

д2V д2V дV [ d(y~) ] 1 а dV+ 
д1]2 - д~2 + д1] . dt + К (2е + 1) k~ - -~ д[ 

+ ~ [ :: + а~2] = О. 

(18) 

(19) 

(20) 

Будем искать решение этого уравнения методом разделения перемен­
ных. Пусть 

V = Х(е) Y("IJ). (21) 

Вставляя н (20), разделив на ХУ и сгруппировав члены, получим 
два обыкновенных уравнения: 

У" ~ [ d(h) ] 2е 2 _ 
-У+ УК2~ dt + К(2е + 1) + 7(2~2 + (1) -0, (22) 

(23) 

Решение уравнения (23) при w2 =1= О выражается через функции Бес­
селя: 

1-а 

Х(е, w) = е2 z. (we), v = +; (24) 

в частности, при а= О: Х (е, ш) = А cos w~ + В sln (!)~. 
При w2 =О решение уравнения (23) будет: 

Хо(~, О)= С1е" + С2~· (24') 

где С1 и С2 - произвольные константы. 

Для решения уравнения (22) необходимо выразить входя­
щие в него функции ер, ~ и К через "IJ, для чего нужно из (19) 
выразить t = t ("IJ). Имеем: 

t t t 

"1] = s Kdt= J ~-·-1 
[ 't

2
• + х(х -1) ~ ~2• ~~ ]1'2 

dt. (25) 
о о о 

В настоящей статье ограничимся рассмотрением 
деляется выбором зависимости q=q(t). 

Е i! астоящей статье ограничимся рассмотрением 

q - qn (Р. " ~") 
- [(cr + 't)n- 't11] t' - ' • 

случая, когда 

случая, когда 

(26) 

qп- полное количество подводимого тепла, а - время выделения 

тепла. 
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Вс;авляя (26) в (25) и производя интегрирование, получим 

..,,= _'R- e !'t2e rl "Y..· n(Y.. - l)qп + -x.·n(Y.. - l)qп -2•-n] -, J r - (f'.-1 J) (2m) (µ - 1- l) (2е+ п) !-" • 

't 
fL= т · 

Инт~грал может быть взят в следующих случаях: 
1. Ко·гда величи~на показателя п удовлетворяет условию 

(27) 

2e(j + 1) 
ll = - - -- (28) 

} 

(J - цeJJoe число). 

2. Ве.r1 ·11ч ·и11а q 11 выбрана так, что 

Откуда 

Из (27) получаем: 

1 - "Y.. · n(Y..-l)qп - О 
(fL-1- l)(2e+n) - · 

= 2·~ r(~)ll_ , J· q" 2e· n 't (29) 

(30) 

Напомним, что t изменяется в пределах О < t < а и соответственно 
-ri в преде.11ах : 

O -<: 'J) < ~ [(a~'t,n/2_ 1 1 · 

При t >а выделение тепла прекращается , и мы приходим к третьему 
случаю. 

Подвод тепла отсутствует (адиабатическое движение q = О). 

Тогда 

(31) 

Время изменяется в пределах О < t < = и соответственно 11 в 
пределах : О < 'J) .,,;;;; 1 /в. 

Во всех рассмотренных случаях можно выразить t через У/ и 
вставить в (22). Решив (22) и (23), получим V. Константы, входящие в 
уравнение, определяются из начальных и граничных условий. 

Для определения А (~. 'J)) воспользуемся вторым уравнением систе­
мы (15) , которое после замены переменных примет вид 

дА + ~ r2E + ..!_d(\,/ 'f') l = _:J_-x. -~)_ dq -
дr; ~К К dt 2К Jf '!' dt 

- У d(~t;p) - ~ - -~ ; 1 [ ~~ + а ~ ] . (32) 

Решив это уравнение, найдем: А= А (~,Yj). 
Вставив найден ные А и V в (14), получим решение задачи . 
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Для определения давления воспользуемся формулой 

~: =(:~)x~l(::)x~l, (33) 

выражающей давление через скорое rь звука и функцию энтропии. 
Из (33) получим 

Р (e,'YJ)= Po(V~ + A(e,'YJ))x~1 (~Фо_)х~1:::::::: 

~р0(~х~1(Ф~ )х~1х 2х 1 ( 1 +-~ A(e,'YJ) )· (34) 

Рассмотрим 1ПОД'робнее перечисленные •выше случаи. В случае 1 
налагаются условия на величину показателя п, но не ограничивается 

выбор q п· При подводе тепла предлагаемый метод применим для су­
живающихся каналов и представляет интерес при решении конкрет­

ных задач о движении горящего газа в соплах, направляющих аппа­

ратах и т. д. 

В случае 2 допускается любое значение п, но накладывается 
ограничение на qn. Ограничение это, однако, не является жестким, 
так как qn связано с t, а в t входит конструктивный параметр l (дли­
_на зоны движения), который может изменяться R широких пределах. 
Поэтому практически второй случай охватывает широкий класс задач. 

Найдем решение для этого случая, для чего выразим входящие 
в (22) выражения через "fj. После простых преобразований придем к 
уравнению 

о2 d2Y +о dY [1+4Е + 2J '- [8• + 4<t>~ а2 ]У=О. (35) 
1 tfб 2 1 do'I п 1 п2 112 1 

1 1 . 

п 
01 = 2 Yj-1. 

Решение этого уравнения пр.и 00
2 '*' О выражается через функции Бес-

селя: 

2•+1 (2<t> ) 
Y1 ('YJ,oo)=o1 - - n-z, по1 , 

1 
v1 = ± n [2в - 1] . (36) 

При оо =О решение будет: • 
2 4• 

У01 ('YJ) = С301- 11 + С~о 1 - п. (37) 

Уравнение (32), определяющее А, примет вид · 

дА + ~ r~ + t] = - х-1 у (01) [dX~~) +а·\(~) J· (38) 
до1 о1 п 

1 
п d, ~ 

Решение (38): 

- А (е, ТJ) =01-~-1 { ~ (е) - ]2~ 1 [d~~~) + а\Щ] о1''+ ' Х 

Х Z,+1 (
2
: 01 ) } • (39) 

Здесь ~ (е) - произвольная функция. Формула (34), определяющая 
давление, примет вид: 

2•+т " - L (2•+n) 
p(e,'YJ)=[o1 +A(e,ТJ)]. 0 1 •П Ро· (40) 

Приведенное решение справедливо при t < cr. " 
При t > cr подвод тепла заканчивается и необходимо переити к 

решению, соответствующему адиабатическому движению Q = О. 
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Уравне'iие (22) примет вид: 

о' d2Y ~ !!.~ ~ + (-2__ +~ о?) У=О, 
2 do ~ - 02 do2 е € g2 2 • 

02 = 1 - E'tj. 

Решение: 

при оо =!= О У2 (о2) = o/,+2 z,,(~ 02 )· 

v2 =±(2:-1); 
при w = О У02 (11) = С50 11• + С6о~. 

Уравнение (32) примет вид: 

Его решение: 

дА _ -~ = -х.-1 У(о) [dХЩ + аХЩ]· 
до2 ~ 2 2в 2 d~ ~ 

А (e'tJ) = 02 { ~ (е) + -x.2(J)

1 [d~ + а~]Х 

· xo~·+ 1z.,+1 ( ~ 02) }· 
Формула для определения давления будет: 

2•+ r 
р(~. 'tJ) = [02 +А (~ 1 1J)] -2- p0 • 

(41 )' 

(42) 

(43) 

(44) 

(45} 

(46) 

Линеаризация уравн~ний не вносит заметных ошибок в решение, ес­
ли величины V и А малы. Это условие всегда будет выгiолняться, ес­
ли действительные начальные и граничные условия мало отличаются 
от (12). Есл'И во всем интервале изменения t этого сделать не удает­
ся, область движения надо разбить на ряд интервалов. 

Итак, мы получили приближенное решение системы · (1) или экви­
валентной ей системы (3) в виде суммы двух решений: точного част­
ного решения нелинейной системы, для которого скорость газа за­
висит от координаты линейно, а скорость звука зависит только от 
времени, и точного решения линеаризированной системы, описываю­

щего колебания газа. 

Выпишем эти решения : 

l. Движение с подводом тепла. 1по закону (п - любое): 

Q = a2 'Js +n ,-(~+ 't)n - !l 
о -х.(-х.- 1) п 't j' (47) 

и (Е, t) = ~ + Х0 (е)У01 (о 1 ) + ~ Х; (е, оо;) YJi (о 1 , оо;), (48J 

(49) 
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2х 

р (e,t) = р0а (e,t)x-1 о 1 
2(1:_ ' ~) 

n x-L , 

(остальные обозначения в тексте). 
2. Адиа батическое движение: 

где 

11 (е , t) = е -1-- Хп Щ Упz (а2 ) + ~ Х; (ew;) У2; (02 , wi), 

а (е, t) = 02{1 + 'f (0 + % 2
1 (d~0 + -~- Х0 ) Х 

Х (Со.''"+~о~ ) +0•2+1 ~..::_ -l(dXi + 
S - 2Е - 2 ~ 2wi d~ 

i 

2х 

р (е, t) = р 1 ,а (~. t)x-1 , 

; - (-"-)т~-~ \ 1 l '2 - t + 't 2 ' '1~ = ± 1 (% l) - 1 . 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

Выбранный закон сгорания (47) является одним из возможных ; 
другие законы сгорания не рассмотрены, чтобы не перегружать объ­
ем статьи. По тем же соображениям не рассмотрен случай, для кото­
рого показате.пь п удовлетворяет условию (28) и решение также мо­
жет быть получено в общем виде. 

В качестве примера был исследован вопрос о затухании возму­
щения в газе. В трубе на расстоянии l от закрытого конца помещен 
поршень. В момент t = О поршень начи>нает двигать·ся с постоянной 
скоростью . При этом в газе возникает волна разрежения, многократ­
но отражающаяся от стенки и поршня . В результате этих отражений 
давление и скорость газа стремятся к (6) и {10). 

Были рассмотрены адиабатическое движение и движение с под­
водом тепла в каналах различной формы: а) а= - 2 - суживающийся 
канал; Ь) а = О- цилиндрический канал; с) а=2-конический канал 
(сферическая симметрия). 

На рис. 1 показано уменьшение относительной амплитуды пуль­
сационной составляющей скорости газа во времени, на рис. 2 -
уменьшение относительной амплитуды пульсационной составляющей 
давления во времени. 

Реше;;ие соответствует начальным данным: начальная скорость 
звука а0 = 500 м/сек, начальная координата поршня 0,7 м, скорость 
поршня 100 м/сек, продолжительность горения а= 0,01 сек., показа­
тель адиабаты 'У/ = 1,4, показатель степени в законе горения п = 2 . 
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