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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ О РАВНОВЕСИИ ·ПРЯМОУГОЛЬНОГО 

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА СО СМЕШ А ННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ 

УСЛОВИЯМИ 

Задачи о равновесии прямоугольного параллелепипеда рассмат­
ривались в работах М. М. Филоненко-Бородича [1-3], Е. С. Кононенко 
[4], В. П. Нетребко [5], Б. Ф. Власова [6}, а также мной [7-8). 

Ниже дается точное решение следующей граничной задачи об уп­
ругой деформации прямоугольного параллелепипеда со смешанными 
граничными условиями: найти проекции вектора перемещения 
и(х, у, z) v(x, у, z) и w(x, у, z), удовлетворяющие внутри параллеле­
пипеда - а < х -(,_ а, - Ь < у ~ Ь, - l ,_ z < / однородным дифферен­
циальным ур~внениям Ляме 

1 r) fJ ' • () 1 дб + л о -! - .-, - ,- 1 \И - )- -2 -д V _:::. , 
- .<<:! (J X - :; у 

( 1) 

J дО 

1- 2- а- + Л w = О, - cr z 

а на его поверхности условиямt 

w= ± ~(х, у) при z = ..:!: l, (2) 
а (а~+~~) при z = ± l, (3) дz дх 

а \а~+ _а~)= п 
ду дz 

при z = ± l, (4) 

и=± q(y, z) при х= ±а, (5) 

а (_а~ + ди ) = о 
дх ду 

при х = а, (6) 

а(~ +_а~) =0 
дz дх при х= ±а, (7) 

20 t~i + 1 а 2а 6 ) = - :р( . \·, 7.) при 1: = ± Ь, (8) 
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о ( дv_ + ди ) = о 
дх ду при у= ± Ь, (9) 

о (_дw_ + _g1}___) = о 
ду дz при у=± Ь, (10) 

r де о - коэффициент Пуассона, Л - оператор Лапласа, G - модуль 

6 -_ _g1!_ + _дf!__ + ~'!!1_ б ф сдвига, дх ду дz - о ъемная де ормация. В гранич-

ных условиях задачи ·вместо напряжений написаны их выражения че­
рез перемещения по формулам закона Гука. Граничные функции 
считаем представимыми двойными рядами Фурье 

Ф (х У) = "'1 Л ''' cos ртсх cos ттсу (-а -<- х -<- а) 
, ' ~ pm'fpm а Ь - Ь -<. У~ Ь ' 

p,m=U 
00 

q (у z) = "'1 л q cos ттсу cos птсz ( - ь ~У -<- ь) ( 1 1) 
' ~ тп тп ь l - l -< z -< l , 

m,n=O -
Ф (х z) = ~ Л <р cos птсz соsртсх ( - l ~ z -<. ! ) 
• • .0:::.. пр 11Р l а , - а -<. х <,_ а ' 

n,p=O 

в которых 
( 1 

j4
, если i=J = O, 

-}, если i=0,J>O;J=0, 

l 1, если i > О, j > О. 
t> О, 

Из граничных условий задачи и из ( 11) видно,' что рассматривается 
случай деформации, симметричной относительно всех трех координат­
ных плоскостей: х =О, у= О, z =О. Решение задачи для случая несим­
метричной деформации и ненулевых значений касательных напряже­
ний на поверхности параллелепипеда существенно не отличается от 

рассматриваемого. 

Для решения поставленной задачи введем ряды, построенные в (7] 
00 

и= 
1 - 2а D~>x + 1 ,,, С~~ [(2 - 2о _J_ 

4 (1 - а) 4 (l - а) ~ aa~n sh аатп ' 
ш,n=О 

00 

1 ' с<2> ттсу птсz "'1 ар пр 

х cos -ь- cos -,- + 4 (1 - а) ~ ь~~р sh ь ~пр [(1 - 2о -
11 ,р=О 

h Р. ] птсz . ртсх 
- Ь~пр cth Ь~пр) ch ~прУ + ~прУ • S t'npY COS z SIП а + 

1 ~' а С(З) 
+ · Р рт [( 1 2а 1 lX 

4(1-а) ,.., ~ ·h [ - - рт 
•pm S lpm 

' p.m=O 

] 
. ртt)С ттсу 

Х cth 1pml) Ch 1pmz + 1pmz Sh 1pmZ S!П а COS -Ь- · 
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"' 
1-2а ~' ~ Q1

) 
V = D(2) + т mn [ ( 1 -

4 () - а) О У 4 (1' - а) aa~n sh ФZтп 
m,n =O 

. m7tJ n7tZ l ~' C~2J 
Х s1n -ь- cos -, + 4 (1 - а) ~ Ьр~Р sh Ь?пр [2 - 2о + 

n,p= О 

] 
prtx . mrty 

Х ch lpmz + lpmz · sh lpmz COS а SIП -Ь . 

m,n =O 

"" 1 ,.,12) 
mrty . nrtz 1 ~ 1пL-Пр 

X cos -ь- sш - l + 4(1 - а) ~ Ь~~Р sh Ь~пр [( 1 - 2о -
n .p=O 

- ь~пр cth ь~пр) ch ~прУ + ~прУ sh ~прУ] х 

"" 
nrtz prcx l ~' с~~ 

х sin -/- cos а+ -4 (1 = а) ~ tт~m sh 'lpml [(2 - 2о + 
p.m ~ o 

pr.x mrcy 
X cos - cos --

а Ь ' 

- p1t А - m7t 
где а,р - а ' t'm - ь ' mt - ,/А2 + '/. 

lп = - l- ' а,тп - V t'm 1n ' 

~пр = \11~ + а,~ , 1рт = V а~ + ~~ 1 

D(I) n<2> D(ЗJ 01> 
О ' О ' О 1 mn' 

С<2> G<3J - ПрОИЗВОЛЬНЫе ПОСТОЯННЫе. np' pm 
Штрих ~над •суммам•и оз•начает, что :и1ндексы суммирования однО1вiр~­

менно не обращаюкя 1в нуль. 
Функции (12) удовлетворяют уравнениям ( 1) и граничным усло­

виям (3), (4), (6), (7) , (9), ( 10), что легко проверить дифференциро­
ванием. Неизвестные постоянныеDь1 ', Dь2>, "" С~~' входящие в ряды 
( 12), определяются единственным образо.м из граничных условий (2), 
(5) и (8) . Действительно, удовлетворяя граничным условиям (2), (5), 
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(8) и приравнивая коэффициенты Фурье функций в полученных ра­
венствах, получим следующие вьrражения для указанных постоянных: 

в которых 

~ 

D(l) - 1 - а D(З)- 1 - а ''' 
о - a(l -2a) qon, u - l(l -2a) 'fOO> 

а-1 

2а0 <f'oo· 

с<зJ = 21"2 ), ш (р =1= О при т = О), pm •pm рттрт 

С< 1 > = 2ао:2 Л q (п =1= О при т =О), mn mn тп тп 

{ 

q2 а2 o-v2 
)< ~m р •n 

( а2 + а2 )~ -Т-- а2 + а2 
р mn р mn 

} 
4Ы"п 

- L(2J )< 
np 

""'(-1 )S (- 1)"~3;~np{ ~;1~ аа~ \ 
>< ""'8.J z22 2 2. + 2 2 j -

s=o 1ps (1n + 1ps)· 1n + 1ps 

2 (1 - а) Ь~11рhпр 
-- ф 

GL(2) , пр 
np (т =1= О и р =1= О при п = О)· 

s =1= О и п =1= О при р =О 

1
1 . о _ 2 , если t = , 

Лi -

1, ес"1и i > О, 

Фот• qmn• 'fпр - коэффициенты Фурье рядов ( 11). 
Легко показать, что ряды ( 12), дающие решение задачи, сходятся 

равномерно в замкнутом параллелепипеде -а ""'- х ;;:: а, - Ь ~ у <: Ь, 
- l ,;;;; z < l, если коэффициенты Фурье граничных функций имеют 
порядок 

Фрт = otpт\f~2+m2) · qm11 =о {тпvkп2 )• <f'пр =о (пру ~2+р' )· 
Числен н ы й пр и м ер. Рассмотрим частный случай решений зада ­
чи. Стальной кубический образец (о= 0,310, G = 8,19 · 1011 дин/см2) 
со ·сторонами граней х =+ а помещен .между двумя параллельными 
неподвижными абсолютно жесткими гладкими стенками и подвергнут 

сжатию со стороны граней z =+ а. Усилия передаются с помощью аб­
солютно твердых тел, у которых поверхности, производящие давление, 

имеют форму параболических цилиндров с образующими, параллель­
ными оси х, и абсолютно гладки. Грани у = +а свободны от нагрузки. 
Граничные условия в рассматриваемом случае запишутся так: 

38 

W = ± ( : 2 у 2 
- h - Wo ) 

Xz=Yz = O 

1l = о 

при z = ±а, 

при z= ±а, 

при х= ±а, 



Yx = Zx = O 

X = Y = Z = O 
у у у 

при х =±а, 

при у=± Ь, 

где Xz, Yz , : . . z v - компоненты тензора напряжения, h и Wo - пара­
метры уравнений цилиндров. 

Ряды ( 12), дающие решение задачи для рассматриваемого случая, 
приобретают вид: 

где 

и = 0. 
"" 

а (w0 + 2/3-h) 4h ~ Сп Х 
v = п ( 1 а) У + ( 1 - а) 7t2 ~ n2shn1t 

n = l 

V r (2 2~ -f llТ: · Cth те) Sh n1ty - n1tJ Ch n7tJ] COS n1tZ + "- - а а а а 

.,., 

+ -- (1 - 2о - m1r·Cthm1t) Х 2h ~ (- l)m [ 
(! - cr) ;;2 nz2 sh nz7t 

m= l · 

х h П!1tZ + Пl1tZ h m7tZJ j Пl1tJ 
с - - s -- sn-a а а а ' 

"" 
. wfl = -- WO +а2/3:!!_ z + (1-4~)1t2 ~ n2~~1t [(1 ·- 2о -

П=l 

- /l1CCthn1t)Ch - + - . sh - - SIП - + n7ty n7ty n7ty] n7tz 
а а а а 

"" 
2h ~ (- J)nl 

-+- -'---'--- [(2 - 2о + m1r·Cth ln1t) Х 
' ( 1 - cr)1t2 т2 sh m7t 

m-1 

х h Пl1tZ Пl1tZ h Пl1tZ] Пl1tJ S - - - ·С - COS -, 
а а а а 

Таким образом, в кубе осуществляется плоская деформация. Дефор­
мированное состояние одинаково во всех плос1<0стях х = const. 

Обозначим равнодействующую, приходящуюся на полоску грани 
z = а ши•ри1Ной в единицу масшта•ба, rчерез ~. ·го есть 

а 

S Zzdy - - Р при z - а. (13) -· 
Параметр h примем равным 

. р 

h = о.075 0 . 

Тогда из равенства (13) находим, что 

2,4 - За Р 
Wo - 12 (; 
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В таблице приведены 
а а 

величин -Р- Zz, 7 ,- УУ, 

результаты вычислений для безразмерных 
а 
Р Yz в точках сетки с шагом , равным 

1 
В ребра куба. 

z 

а 

а 

2 
а 

4 

о 

а 

а 

2 
а 

т 

о 

а 

а 

т 

о 

о 

-0,58891 

-0,58189 

-0,57195 

-0,56116 

-0,63729 

у 

а 

4 

-0,57584 -0,53391 

-0,57193 -0,52618 

-0,55815 -0,51608 

-0,54752 -0,50895 

-0,54350 -0,50656 

-~ У 
р у 

3 
4 а 

- 0,43532 

-0,44237 

- 0,44738 

-0,45605 

-0,45733 

--0.11346 - 0, 10785 -0,089724 -0,035599 

-0,029099 -0,023574 -0,015198 -0,003513 

0,017457 0,016963 0,014198 0,0062904 

0,037074 0,033614 0,023478 0 , 01038~ 

0,042209 0,037812 0,025371 0,007545 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

0.0000 0,010642 0,018823 0,029444 

0,0000 0,012608 0,024209 0,028916 

0,0000 0,0080964 0,014681 0,014254 

0,0000 0,00000 0,0000 0,0000 

Та6J1ица 

а 

-О ,3525 

-0,32610 

-0,37331 

-0,41109 

- 0,42350 

0,0000 

0,0000 

0 ,0000 

0,0000 

о.о:юо 

0,0000 

0,0000 

0 ,0000 

О ,СООО 

0,0000 

Из таблицы видно, что ·В средней части куба существует зона ра­
стягивающегося нормального напряжения У у. Выше и ниже этой зоны 
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напряжение У у- сжимающее. Наибольшее касательное напряжение 
в части куба. нахолящейся в первом октанте, л.-остигается около линии 

3 
У = 4а, 
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