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М .. С. ЯРОВ-ЯРОВОЙ 

О РАЗЛОЖЕНИИ СИЛОВОЙ ФУНКЦИИ ПРИТЯЖЕНИЯ 

ДВУХ ТЕЛ ПО МОМЕНТАМ ИНЕРЦИИ ДЛЯ НЕГЛАВНЫХ 

И НЕЦЕНТРАЛЬНЫХ ОСЕЙ ИНЕРЦИИ 

В работе (1] нами рассматривалось разложение силовой функции 
притяжения двух тел по их моментам инерции. Однако полученные 
там окончательные формулы связаны либо с решением некоторой си
стемы обобщенных диофантовых уравнений, либо с использованием 
рекуррентных формул, что представляет собой известные трудности. 
К:роме того, такое развернутое разложение затрудняет обнаружение 
некоторых общих свойств силовой фуню.~:ии. В настоящей работе раз
ложение ·Ведется не по самим моментам инерции, а по их некоторым 

комбинациям, для чего силовая функция притяжения вначале разла
гается по отрпцательным степеням взаимного расстояния между фикси
рованными точками двух тел. К:оэффициентами такого разложения 
оказываются· суммы конечного числа слагаемых, каждое из которых 
состоит из произведения синуса или косинуса линейной комбинации 
с целыми коэффициентами эйлеровых углов обоих тел на степени от
ношения разностей координат фиксированных точек к их взаимному 
расстоянию и на моменты инерции обоих тел. При этом мы исходим не 
из общей формулы для высших частных производных сложной функ
ции, выведенной в нашей работе [2], а пользуемся более простым ме
тсдом. 

Рассмотрим два абсолютно твердых тела Р1 и Р2 , причем, если 
имеется элемент массы dm1 = p1d-r.1 тела Р1 U = 1, 2), то_ в абсолют
ной системе координат ~ 1 , Е 2 , ~ 3 , он имеет 1<оординаты а;1> (i= 1, 2, 3; 
J = 1, 2), а в системе координат, скреплен.ной с телом Р1 и имеющей 
начало в фиксированной точке 0 1, имеет коорди>Наты x'j,1. Пусть ко-

синус угла между направлениями осей ~; и x~J равен а\2, а координа

ты точки 0 1 будут ечJ. Тогда 
3 

a(fJ _ t(Л + -а(Л _ t(iJ + ~ а(Лх(J) 
L - <;L t - ~L ,I...J tk k > (1) 

k=I 

i = 1,2,3; j = 1,2. 
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Здесь а[Л_ координаты dmj относительно системы координат, начало 
которых находится в Oj, а оси которых параллельны осям ~i (i = 
= 1, 2, 3). Обозначим взаимное расстояние между dm 1 и dm2 че 
рез Л. Если Л0 - расстояние между 0 1 и 0 2 , то 

Л2 
= Л~ + 2Л 0 (g1 + g 2 ) + ri + г ~ - 2Ь. (2) 

Из работы (1] известно, что 

3 3 3 

gj = ~ c~)x~)(j=l, 2), Ь = ~ ~Ьтпх<~х<~1. 
k=l m=l n =l 

(3) 

;3 

Ь = ""' a(t) a(2J тп ~ 1т in· 
i=1 

Наша цель - получить разложение для 1 /Л. Из формулы (2) видно 
что если Л 2 представить в виде Л = f. J (1 +а) и разложить 
1 / [Л 0 у1 +а] по степеням 

а = 2 (g1 +g2) + (!l.)2 + (!2..)2 - 2 _!?___ , 
Лn до до Л~ 

то, пользуясь известной формулой для возведения многочлена в сте
пень и изме.няя порядок ·суммирования по индексам г и q, получи.м: 

(4) 

где 

_ ( - 1- )q-r- v 1 (r2 + r 2)q-r-v (-l)v ьv _1 __ ( + )2г-q 
Zqz• - 2 (q-r-v)! 1 2 v!. (2r-q)! g1 g2 . (5) 

Относительно сходимости этого разложения справедливо все ска
занное в нашей работе [3]. 

Приведем теперь разложение 1 'Л до q = 7 включительно. Именно, 
выпишем все функции z qP . j 

Формулы (4) и (5) являются исходными для вычисления силовой 
функции притяжения двух тел. Из них непосредственно получаем 

~ q q-г 

= f м~~2 + ~ д:н ~ (- 1)' (2г - 1)1/~ и,,", 
о 

q - 1 r=E(q~1) v=O 

(6) 
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Т а б л и u а ф у н к u и й z qr·' 
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Продолжение таблицы 

1 
48(r; + грв 

1 
-т<г; + rрь 

1 
+ т<r~ +rрь2 

l 

1 
_

6
ьз 

Тб (ri + rp2 (g1 + g2)2 

1 
-4(ri + rрь (g1 + g2)2 

l 
4ь2 (g1 + g2)2 

1 
43(r~ + гр (g1 + g 2)4 

1 
- 24 ь (g1 + g2)4 

1 
12o<g1 + g2)6 

1 
43(ri +r~)3 (g1 + g2) 

1 
- -8- (ri +r~)2b (g1 +g2) 

1 
4 (ri + rрь2 (g1 + g2) 

1 
- -6- ьз (g1 +g2) 

1 
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1 
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l 
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1 
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(f - постоянная тяготения), где М; - масса тела Pi (i = l, 2) и 

Иqr• = f S ZqrvP1fJ2d't1d't~ = 
Р,Р, 

-f - - (r2 + , 2)q-z-'' --ь• ( + S ( 
1 1q-•-• \ ( - l)v \ 

- 2 (q-r-u)! 2 2 и! (2r- q)I g 1 

Р,Р, 

(7) 

Отсюда видно, что силовая функция И зависит от эйлеровых 
углов только через посредство величин Иqr• или в конечном счете 
через величины Ь и g 1, g 2, в которые эйлеровы углы входят через 

величины Ьтп и cjJ соответственно. Эrи последние зависят от эйле

ровых углов только через посредство a<fl, причем, как показывают 

формулы (3), являются многочленами от них. В величины ar(~ эйле
ровы углы входят в виде произвеl.(ения их синусов и косинусов [1], 
и потому aJt1 можно представить в виде конечной суммы слагаемых, 

имеющих вид произведения !-lекоторых рациональных чисел на синус 

или косинус линейной комбинации эйлеровых углов. То же самое 
можно сделать, очевидно, и для величин Ьтп и с<~ и произведений 
их степеней. 

Если в функции Иqr• под интегралом произвести ую;1занные там 
возведения в степень и выразить Ь и g 1 , g 2 через bmn• c~J, с~>, х~ ), 
x~J, то для И по 'lучиrся выражение, выведенное в [1]. Однако для 
ряда теоретических исследований, 1<ак уже упоминалось выше, 
полезно иметь разложение силовой функции И по функциям Иqrv и 
изучать свойства самих функций Иqг- . 

Рассмотрим теперь вид функций Иqrv для некоторых частных 
случаев . Прежде всего рассмотрим, как эти функции зависят от масс 
тел М1 и М2 • Для получения этих членов в Иqr• достаточно возвести 
двучлены rf + r ~ и g 1 + g 2 в соответствующие степени и рассмотреть 
только те слагаемые, которые не завис ят от координат какого-нибудь 
тела. Этот последний случай представится только при v =О, так 
как в Ь входят координаты обоих тел. Поэтому от масс будут зави
сеть только функции Иqro· 

После соответствующих про стых прео5разований находим, что 
Иqro зависят от М1 и М2 следующим образом: 

S ( 
\ )q -r \ 

Иqrп = JM1 2 (q- r)! 
2(q-r) 2r -q 
'~ ---- g2 (J2d't2 + 

(2r-q)! 
Р., 

~(q -r) \ 2r -q р d't + U' r
1 

g 1 1 1 qго , 
(2r- q)! 

_j_ fM 2 .f ( ~ )q- r 
(q - r)! 

Р, 

(2r::;;.. q::;;.. r), 

где функции И~го при q::;;.. l уже от ~масс не ~зависят . ~При v > О 
функции Иqru от масс не зависпт. 

Рассмотрим теперь, как uqr'' завlfСЯТ от моментов инерции пер
вого порядка. Нетрудно видеть, что эта зависимость буд~т только для 
функции U~,() и И1г 1 , то есть при v = О, 1. Тем же приемом, как и в 
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предыдущем случае, получим, что 

симость будет иметь вид: 
для названных функций эта зави-

, s \ ( 1 )q-r 1 Uqгo = f g 1P1d't1 ) - 2- (q - r) ! 
2(q-r) 1 ?r-p-1 

r2 (2r-q-l)! q~ P2d•2 + 
Р, Р, 

(при 2г = q функция И~го не зависит от моментов инерции первого 

порядка), 

(при г = q Иqrl не зависит от моментов инерции первого порядка). 
В этих равенствах функции и;гQ, И~г~ от моментов инерции пер-

вого порядка уже не зависят. 

Выпишем также члены в U~rQ' И~г~· Иqг2 , которые являются функ
циями моментов инерции второго порядка. Пусть q > 2. 

и;гО = ! ~ rip1d't1 ~ -~ q-r-1 (q-rl- 1)! Г22(q-r- 1) (2r~q)! g22r- qp2d'r.2 + 
Р, Р, 

(при г = q этот член равен нулю) 

+ f ~ (+ ) gip1d1'1 ~ ( + у-г (q. ~ r) ! 1 
г2(q-r) (}' 2r- q- 2p d't + 

2 (2г - q - 2) ! Ь2 2 2 

Р, Р, 

(при 2г = q, q + 1 этот член равен нулю) 
+два аналогичных интеграла, получаемые перестановкой индексов 

n 1" и n2" + и~~ (при 2г - 2 > q > г + 1), 

и' j\ 1 q-r- 1 1 2(q-r-1) 1 2r-q-1 \ ь d . 
qr1 =- ) 2 (q - r-1)! Г2 (2r-q - l)!g2 Р2 ) g,pt 't1d't2-

~ ~ 

- f ~ (i-)q-r-1 (q- rl- 1)! Г12(q-r-1) (2r - ~ - 1)! g12r-q-1 P1 ~ bg2P2d-r.,d't1 +u~rl 
~ ~ 

(при г = q и 2r=q+ 1 И ~ri не зависит от моментов инерции второго 

порядка), 

и ! \ ( l )q-r-2 1 2(q- r-2) 1 2r-q \ l ь2 d d + 
qr2 = J 2 (q -r-2)! Г2 (2r-q!) g2 Р2 ) - 2- Р1 '2 ' 1 

~ ~ 

! С( i )q- г- · 2 1 2(q-г- 2> 1 2г-q 5 1 ь2 d d +И' + J 2 (q-r-2)!r1 (2r - q)!g1 . Р1 2 Р2 't2 '1 qr2 

~ ~ 

(при r= q, q + l Иqr2 не зависит · от моментов инерции втора.го по

рядка). 
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Этот процесс можно было продолжить и дальше. Тогда ·каждое из 
Иqг- представится в виде суммы слагаемых, имеющих вид произве
дения моменrа инерции одного из тел (порядка > v) на момент инер
ции второго тела (порядка также ~ v). Так как Иq,• имеет размер
ность относительно длины q, то в случае, когда момент инерции пер

вого тела имеет порядок s, момент инерции второго тела будет иметь 
порядок q - s. Если такие произведения с соответствующими коэф
фициентами и с одинаковыми порядками моментов инерции просум

мировать и сумму обозначить через u~sl .. ' то 

s- ·J 

Выберем теперь оси х~), скрепленные с телом Р j , главными и 

центральными. Тогда все моменты инерции первого порядка равны 
нулю. Также равны нулю моменты инерции второго порядка, если 
под интегралом будет произведение разноименных координат. Тогда 

q-v 

Иqrv = ~ U~rv• 
s-v 

где два штриха обозначают, что при суммировании должен быть про
пущен случай s = 1 и s = q - 1 (если v =О, 1). Кроме того, как видно 
из предыдущих формул, моменты инерции второго порядка приведут
ся к следующему виду . 

u<21 - f \ гзр d-r: \ ( 1 _)q-г-1 t г 2(q - г-11 1 g22r-qp2d-c ._, + 
qrO - ) 1 1 1) 2 (q.- r-1)! 2 (2r-q)! 

Р , Р, 

(при 2r = q, q+ 1 этот член равен нулю), 
з 

+ / \ _1 ['\..., (сР>)2(х<О >] р d-r: ( _1_ q-r 1 r 2(q-r) 1 g 2r-q-2p. dr. 
) 2 ~ k k 1 1 ~ 2 (q _ r) ! 2 (;lr _ q _ 2) ! а 2 2 

Р , k - 1 Р 

(при 2r =q, q+ 1 этот член равен нулю), 

U(2) - J \ ( 1 )q-r-1 1 Г q r-1 1 g22r-q-1"2 Х 
qr\ - - ) -2- (q-r-1)! 2 (2r-q-l)! г 

Р, 

3 3 

Х ~ [~ ~ Ьтпс~1Сп(х~~>)2(х~2 1)2] p1d-c1d-c 2 
Р, т 111-J 

(при г = q и 2г = q этот член равен нулю), 

И:Тг2 = f s (+) 
р 

(q-r-2) ~(q г-2) 1 ·~r- q 
Г2 -----Г" g р 

(q - г-2)! - (2r - q)! 2 

(х~)2 (х<112))~ p1d-c 1d-c2 

(при r = q, q + 1 этот член равен нулю). 

3 3 

s +~~ ~~" 
Р, m=l n = l 

Таким образом, при этом выборе осей координат в общем случае 
несколько упростятся выражения только для И r Иqr И _,, g" ,. gr' 
Начальные члены разложения силовой функции для этого случая выпи-
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саны до q · 4 в нашей работе [4]. Если имеется в виду получение на 
чальных членов разложения , когда моменты инерции не главные и не 

центральные, то необходимо пользоваться таблицей функций zqr• , 

приведенной в настоящей работе. 
В заключение автор выражает глубокую благодарность коллек
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