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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЧАСТИЦ В НЕЛИНЕЙНОЙ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ

И сследуется взаимодействие частиц в общем случае нелинейной электродина­
мики. Показывается, что взаимодействие точечной частицы с протяженной в нели­
нейной электродинамике приближенно совпадает с взаимодействием двух частиц 
с  протяженными зарядами и магнитными моментами в линейной теории.

Введение

В последние годы в ряде экспериментов [1—4], в том числе в экс­
периментах по рассеянию быстрых электронов на протонах и легких 
ядрах [1], были обнаружены отклонения от законов взаимодействия то­
чечных частиц линейной электродинамики. Эти отклонения, как извет 
стно [1—5], были приписаны эффектам электромагнитной структуры 
протонов и нейтронов. Поскольку при этом не исключено, что часть 
эффекта была обязана электрону, подготавливаются эксперименты по 
изучению взаимодействия быстрых электронов во встречных пучках. 
В связи с теоретическим исследованием различных сторон проблемы 
структуры элементарных частиц [5] представляет интерес рассмотрение 
вопроса о возможностях еще слабо исследованной нелинейной электро­
динамики [6—9], .в которой проявляется эффект эквивалентный нали­
чию электромагнитной структуры при взаимодействии точечных ча­
стиц [10]. Привлекательным моментом нелинейной теории является 
принципиальная возможность избежания трудностей расходимости 
собственных энергий.

Будем исходить из функции Лагранжа L, удовлетворяющей обыч­
ным требованиям релятивистской инвариантности [6, 11], и ограничимся 
лагранжианами, зависящими только от инварианта

/ = - ^ r W V v ,  . (1)

где /̂ v — определяемый обычным образом антисимметричный тензор 
электромагнитного поля. Тогда уравнения поля, получаемые из вариа­
ционного принципа, запишутся как

дР
— =  0, (2) 

дх„ v ’
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где

=  - ( ^ у .  (Я)

С помощью того же лагранжиана L ( I)  нелинейного поля могут быть 
получены и уравнения движения самих частиц (см. приложение 1).

Не нарушая общности, можно считать

1  = --------  £ (7) /Vv/Vv =  Ppv/̂ v. (4)lDTT lb*'.

Систему (2) при учете антисимметричности можно переписать в виде

дГ
— О, /}j,v S(j.vAp/xp» (5а>

= 0 , .  (56)
дР

дх_

что соответствует в обычной трехмерной записи системе уравнений

r o t -E ^ ------ — — , divfi =  0,
с dt

(6)
го divD =  0,

с dt

где согласно (3) D =  еЕ, Н =  гВ. При этом в каждой конкретной задаче 
предполагается задание граничных условий на некоторых поверхностях*. 
Тензор энергии-импульса Я ^  определяется в нелинейной теории в точнос­
ти так же, как в линейной элгктродинамике. При этом компонента

Н и  =  - 1 - ф Й + Н В )  (7)
ОТС

представляет плотность энергии нелинейного электромагнитного поля.

Статическое поле

В общем случае уравнениями нелинейного электростатического 
поля в пустоте являются

rot £  =  0, (8)

divZ) =  0, (9)

* Заметим, что вместо граничных условий можно задавать источники и, модифици-
4л

ровав уравнение (56) путем добавления в праиую часть члена -------/ ;J , переписать его в

др^виде — ------" = -------/ а . (56 )
д хч с *
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которые не отличаются по форме от соответствующих уравнений линейной
теории. Однако в то время, как в линейной электродинамике D , =  Е л, в 
нелинейной теории

Я =  — Я . ’ (10)
е (D2)

В соответствии с (9) можно написать
—̂  ̂ .
D =  — grad ф +  rot с (11)

и положить dive =  с, поскольку для нахождения D достаточно опре-
делить с с точностью до градиента произвольной функции. Подставляя 
далее (10) и (11) в (8), найдем

v ? = —  [gradо » . 5 ]  (12)

причем согласно (11) и (9)

V'-ф =  0 ( 13)

(12) можно также переписать в виде интегрального уравнения

^  [gradD».D]-J-ln,(D»)
=  ^ ------------dV (14)J  1 — г)

функцию — jy p  зависящую от характера нелинейности всегда можно запи­

сать в виде

V-tJC 1Л1

7(i)
=  j  p'dt/, (15)

где

и таким образом введение нелинейности сводится к заданию функции р'. 
Отсюда в частном случае электростатического поля

V T
Е =  ~ ^  =  б  Г 9'dv'. (16)

в (£>*) J
о

В дальнейшем мы будем ограничиваться такими лагранжианами нелиней­
ной теории, которые приводят в случае не слишком сильных полей к ре­
зультатам, не отличающимся от выводов линейной теории. Для этого не-

: : 
- собходимо, чтобы г/ в (16) обладало тем свойством, что интеграл , V р'dy'



равнялся бы 1 при-достаточно слабых полях D. Простейшим в линейной 
теории являетсялюле точечного заряда

Е л =  д л = Л ,  (17)
Г :} I Г3
которое становится сколь угодно слабым при достаточно больших г.

Рассмотрим нелинейное поле, совпадающее при достаточно боль­
ших г с линейным (17),

гъ
Условие (18) удовлетворяется, если выбрать среди решений уравнения

.(13) ф =  — . Тогда с =  0 является решением уравнения (14). Таким обра- 
г

зом, в данном случае D =  — й л годится для всех г, включая и область
г 3

нелинейности. Учитывая последнее соотношение, а также (16), находим

Е =  8 [  р' dv' =  —  [р' dv' =  е— у Г . (19)
о ' ГЧ  J  ^ - ^ 1

В соответствии с (19) величине р'(г') можно придать следующий физи­
ческий смысл. Это есть с точки зрения линейной теории плотность того 
распределения заряда е, которое создавало бы в точности такое же
лоле Е, какое в нелинейной теории создает точечный заряд е.

” Рассмотрим теперь более сложный случай нелинейного поля, пере-
■' У

ходящего на больших расстояниях в поле диполя р: 7

£^ =  v ( ^ v )—  • (20)
г.

Общее решение уравнения (13), соответствующее полю, убывающему 
на бесконечности не медленнее, чем г~ 2, можно записать в виде

Ф =  (fliV) —  +  v) —  +  .• • • (21)г  ...  г

Асимптотическое для больших г решение уравнения (14) для с можно 
представить в фЪрме '

—̂ 9 . . .

Ш  =  —  +  —  + - .  <224Г Г
где

Ъх =  J  fgradD2 D\ ~ ~ i n s ( D 2) dv, 

К  =■ j  ~  In s.(D2) H gradD 2-/)]] dv

являются,^очевидно, функциями параметров al5 а2, • • • • Подбирая па­
раметры «!, «а, . . .  можно удовлетворить требованию (20). Однако те­
перь уже D =  — gradcp -f- rot с будет совпадать с Ь л лишь в области



не слишком сильных полей, т. е. при не слишком малых расстояниях г. 
Конкретный вид решения уравнений (13) и (14) может быть найден с 
помощью метода последовательных приближений, при условии задания 
явной зависимости г от D2. Случай стационарного магнитного поля ана­
логичен электростатическому.

Взаимодействие электрических зарядов

В нелинейной электродинамике реальный физический смысл имеют
пе Е я D(H я В), а сила, действующая на заряд, и энергия взаимодей­
ствия. Определим энергию электромагнитного взаимодействия двух ча­
стиц W12 как разность между энергией результирующего электромаг­
нитного поля и суммой энергий Я i и Я 2 этих же частиц, удаленных на 
бесконечность и движущихся с прежними скоростями.

В частности, в случае электростатического взаимодействия ' : ■

я,
Я -  | я 44^  =  |£>2<Ь

<24) 

(25) 

где

* ;  =  / £ .  «  I <26>

В общем случае взаимодействия двух частиц (например, двух [точеч­
ных частиц), к,ак это следует из (11 — 14), D =  Dt +  D2 лишь в области 
не слишком сильных полей. Однако положение существенно упрощается в 
случае взаимодействия точечной частицы с протяженной частицей (см. при­

ложение II). Поле протяженной частицы (1) Dx =  — Г можно
J  | R — гх |

считать всюду линейным (т. е. Dx =  Dl3l =  £ 1л =  £ х), если плотг
ность распределения заряда ох (гх) нигде не будет слишком велика.

В случае взаимодействия протяженной частицы 1 с точечной частицей

2 (для последней D2(R2) =  D =  D1 +  D2, ввиду чего (25) перепищет-
^2 /

ся в виде

Г 12 =  Я  —  (Я г +  Я 2),



« s =  ! ( ^ ) - 4 +  («2 )-4 +  2 (« ;) -2 (« 2 )-2cosX} 2 , (30)
—У ■■ V

где X — угол между векторами D1 и D 2.
При этом основной вклад в энергию взаимодействия W12, как видно 

из формул (28—30) и (26), вносит член # 12. Можно показать [10], что в 
рассматриваемом случае можно приближенно заменить предел интегрирова-

_» Яз
ния R3 в (29) на R2, после чего выражение D2 J  г/ dv' примет вид

о

i’ ‘ ,  Ап, _ _  С р' (r ')dv'

R
J  р' dv' 6V2

o'7 'J \ R * - r ' \

Подставляя последнее в (29), получим

W ^ H lt =  - ± -  Г (elV 1 f  f  (31)
4тс J V -J | Лх —/-xl'4 J | * a_r'| / -

Согласно (31) взаимодействие заряда ег, распределенного с плотностью
Pi(ri)> и точечного заряда е в нелинейной теории такое же, как взаимодей­
ствие в линейной теории протяженных зарядов ех и е, распределенных с
плотностями рх (гх) и р' (г').

Взаимодействие дипольных моментов

Формулы (26—30) остаются справедливыми и для случая взаимодей-
-~У

ствия электрического дипольного момента рх, распределенного с плотностью
-> Г* ->Q

Pi'iPx(ri)»(J Pi (ri) dvi =  1) и точечного диполя p2 , поскольку приближенно

справедлив линейный закон сложения индукций D =  +  D2. Различие
будет состоять лишь в том, что

А (Я ) =  Ъ(РЛ1){ (32)
J  I Rl — f 1 I

a D2(R2) является решением уравнения (8) и (9), равным вне области не­
линейности

v > $ v « ) (33)А2

В выражении для энергии взаимодействия диполей рх и р%

WU^ H „ =  - i - J S ,  (Я,) 5 ,  (£ ,)& > (>  dv' (34)
0

можно аналогично случаю взаимодействия зарядов заменить предел инте­

грирования R3 на R ‘2 =  1/ —  =  R2 {R2,%),  где 02 — угол, образуемый ра-V d2
Rc, (R.,, в2)

диусом-вектором R2 и дипольным моментом р2 . Произведение D2 (R2) I o'dv' =
о
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у -  ̂ о
=£ D2 оказывается при этом функцией лишь от R2. С точки зрения линеи- 

ной теории Г>2 (Я») можно представить как поле D\ =  у 2( pl&2)—̂ ~, созда-
А2

-»оваемое точечным дипольным моментом р% и некоторым распределением ди- 
лольного момента с плотностью:

2̂ (̂ 2> ®г)
Р =  —  \D*т  f  р' dv' - D i y  (35)

о

1
4л

О
I —> —V,

Следовательно, поскольку согласно (34) Wn =  —— 1 Д  (Rx) D2 (R2)dv, взаи-

-*o “*■модеиствие точечного диполя р2 с дипольным моментом рх, распределен-
ным с плотностью pip (Rx), происходит в нелинейной теории приближенно
так же, как взаимодействие распределенного с плотностью pxp(Rx) момента

с моментом р2, распределенным с плотностью

Р + Й 8 ( 5 а), (36')
■>

тде р определяется формулой (35).

Общий случай статического взаимодействия

Будем теперь учитывать одновременно как электрическое, так и магнит­
ное взаимодействия протяженной и точечной частиц. Согласно (15), теория
становится линейной в тех областях пространства, где =  1, т. е. при 

] 1Х | =  ——  | D2 — Я 2 1, меньших неко-

торого предельного значения /?, Для 
точечной частицы с зарядом е и маг-

г> енитным моментом ц. D = — , а магнит-
Г 2

ное поле имеет порядок — , ввиду че-гъ
го функция | /]_ | в зависимости от г 
имеет вид, изображенный на рис. 1.

Как видно из рис. 1, при г < г 2, 
а также при г3< г< / '4 теория суще­
ственно нелинейна; наоборот, при 
г > г 4 и при г2< г < г 3 электродинами­
ка становится линейной.

Используя экспериментально известные е и (л для электрона и для 
протона, получаем в первом случае г (\}~  2,3 • 10~п см, во втором — 

А Р) ~  3 • ю - 14 см (если считать протон точечным). Поскольку величи­
на .Г] для электрона намного превышает хофстадтеровское значение 
квадратичного радиуса при рассеянии электрон — протон, следует допу­
стить, что l/ l̂ лежит выше максимума функции 141 (см. рис. 1) для 
электрона. В таком случае радиус нелинейности протона должен быть 
очень мал, и поэтому создаваемое им поле можно практически считать 
линейным (даже если бы протон был точечным), т. е., например, не 
взаимодействовал бы с мезонным полем.

Рис. 1
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В соответствии со сказанным выше при взаимодействии электрона 1
с протоном 2 предел интегрирования в выражении (16) для —  будет

£
практически определяться лишь полем электрона и, более того, маг­
нитным полем Н, обязанным наличию у него магнитного момента j.i. 
Поэтому

Нг^ ~ ~  -DxD2 dv j1 p'-dv'+ ~ - ^ H 1H2dv J1 P'dv'. (37)
0 o'

Произведя в (37) преобразование предела интегрирования аналогич­
но (34), получим

~ ~  j  А.Аг dv +  J НХН2 dv. (38)

Полученное выражение аналогично формуле для энергии взаимодействия 
двух частиц в линейной электродинамике, обладающих распределенными
зарядами и магнитными моментами. При этом распределение заряда р1 (г1)
первой частицы, соответстующее Dx, совпадает с той же величиной для 
изолированного протона в линейной теории. Плотность распределения маг­
нитного момента jax первой частицы, соответствующего Нг, — такая же, как 
и для изолированного протона. Плотность распределения заряда р" второй

У к
частицы, которая в линейной теории создавала бы поле D2 =  J  р' dv',

о} ->//
определяется из условия р" =  — -------div D2 . Наконец, эффективная плот-

4л
—>•

ность распределения магнитного момента ЗЛ второй частицы определяется:

V :-> -> н%
из Н" =  Я 2 J р'dv' выражениями, аналогичными (36) и (37).

о
Авторы глубоко благодарны проф. Д. Д. Иваненко и В. И. Гри­

горьеву за обсуждение результатов работы и за ряд сделанных ими
ценных замечаний.

Приложение
Л А Г Р А Н Ж И А Н  Н Е Л И Н Е Й Н О Й  Э Л Е К Т Р О Д И Н А М И К И

В обычной линейной электродинамике интеграл действия S- записывается в виде 
суммы членов [6, 11]: S =  S t +  S 2 +  S 3. В нелинейной теории достаточно задать лишь 
действие электромагнитного поля S 2. Тогда, если м асса имеет чисто электромагнитное 
происхождение, из S 2 можно выделить части Si и S 3, соответствующие свободным ча­
стицам и их взаимодействию с электромагнитным полем, а с  помощью варьирования 
определить как уравнения поля, так и уравнения движения частиц.

Ограничиваясь по-прежнему лагранжианами L, зависящими от инвариантя i\ 
(см. стр. 18— 19), получим для случая п  произвольным образом движущихся частиц, 
с неприкрывающимися областями нелинейности:

<39>
i, ft=l
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т . е . результирующее поле 
создаваемых каждой (t-й) и,

можно считать аддитивно складывающимся из полей „ 
1 п  частиц. При этом в области нелинейности t-й частицы

где

£i

где

Ввиду инвариантности V 2 

жить

rav̂ aM

Учитывая это и (39 ), можно переписать выражение для S в виде 

S  =  S 2 х  —

i > k i=  1
(40>

i(')
f(i) 
/ a v

I P .̂1 110 отношению к преобразованиям Лоренца можно поло-

где величины, снабженные значком 0 , относятся к полю частицы i в той системе коорди­
нат, где она в данный моме :-1т времени покоилась. Учитывая соотношение

dii
получаем

16л:

где было обозначено

vi —  скорость частицы.

Выразив далее чере:

Но поскольку

dpj
дх.

Поэтому, обозначая через

и учитывая (41— 43), можно

s = — J ]  J  mic 
/= 1

ствия системы частии, взаим

=  dVidx4,= dV0 У  1 — -------dx4 ,
с2

i = j  пцс2 1 —
с2

л ,

Н°2 f i f ty  dV„

(41).

(42>

:з потенциалы , можно первый член в (40) привести к виду

16к
(43)

0,
df ( С )

1 ^  т
I IX'

лп = _J а

д хч ч  <3х„ ‘V

1 ' Y4 1 ds.
—  У -16tv

I* Ak) 
dx„ ' F-v

переписать (40) в виде

fU[f>dT = s 1 +  s 3
г =  1

Полученное выражение совпадает по форме с обычным выражением для функции дей-
одеиствующих с электромагнитным полем.
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П Р О Т Я Ж Е Н Н Ы Е  Ч А С Т И Ц Ы  В Н Е Л И Н Е Й Н О Й  
Э Л Е К Т Р О Д И Н А М И К Е

Уравнения нелинейной электродинамики в виде (6) , (8) и (9) для случая ст а ­
тического поля не содерж ат явным образом источников поля, и поэтому необходимо 
выяснить, в какой мере применимы выводы нелинейной теории к протяженным части­
цам. Поле точечной заряженной частицы совпадает с соответствующим полем линей­
ной теории, за исключением области сильных полей. Размер этой области зависит от 
характера нелинейности (что определяется формой Л агранж а либо величиной р ') , а 
также от заряда частицы. Представим теперь заряд частицы е состоящим из п  рав­
ных частей и распределим их равномерно по объему области, размер которой много 
больше радиуса области нелинейности исходной частицы. Тогда в соответствии с (16)  
радиус нелинейности каж дого из зарядов уменьшится в п  раз, а суммарный объем 
областей нелинейности —  в п '/з раз и будет стремиться к нулю в пределе больших п.

Суммарная индукция D  будет складываться линейно из индукции отдельных зарядов  
везде, за исключением областей нелинейности, причем по мере увеличения числа п. 
■суммарная индукция не будет практически отличаться (вне малых областей вблизи 

6 —>
каж дого из —  зарядов) от поля D, создаваемого зарядом е, непрерывным образом

е
распределенные по объему V  с плотностью р == Аналогичные рассуждения можно

провести и для случая неравномерных распределений заряда, а также и для диполь- 
ных моментов. Если только плотность р нигде не будет слишком велика, поле протя­
женных частиц в нелинейной теории будет практически тем же, что и в случае линей­
ной теории, причем

п ~ Г р dvн̂елин ~ \ ->
J  I R —  r
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