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М етодом кинетического уравнения исследуется влияние продольного поля заря
женных частиц на их движение в системах d a /d E  <  0 .  Показывается возможность 
сущ ествования ограниченных по азимуту сгустков частиц, сфазированных собственным 
полем. Н аходится наиболее устойчивая форма спусков.

В связи с предложениями различных авторов об осуществлении 
ядерных реакций на встречных релятивистских пучках большой интен
сивности, весьма актуальным становится изучение эффектов пространст
венного заряда в накопительных системах. Несмотря на очевидную важ 
ность этих эффектов число работ, посвященных им, остается весьма 
малым, что объясняется, вероятно, сложностью проблемы.

В настоящей работе рассматривается действие собственного про
дольного поля частиц на их движения в пучках большой интенсивности 
в магнитных накопительных системах. В определенных условиях роль 
собственного продольного поля весьма существенна [1—4]. Было пока
зано [3, 4], в частности, что в магнитных системах с da>/dE /_ 0 (со — ча
стота, Е  — энергия частиц) азимутально однородное распределение ча
стиц неустойчиво и однородный пучок, по-видимому, разрушается. Этот 
интересный результат, получивший название эффекта отрицательной 
массы, необходимо принимать во внимание при анализе взаимодействия 
интенсивного пучка заряженных частиц с внешним ускоряющим полем. 
Однако дальнейшее изучение приводит к нелинейным задачам, решить 
которые не всегда удается. О решении одной такой задачи сообщается 
в предыдущей работе автора [5]: оказалось, что в системах с da/dE  /_ О 
существует азимутально неоднородное устойчивое распределение частиц.

Условию da/dE  <  0 удовлетворяют все слабофокусирующие систе
мы и сильнофокусирующие системы за критической энергией. Поэтому, 
ввиду большой практической важности плазменных эффектов в накопи
тельных системах, на последних целесообразно остановиться подробнее.

Движение частиц вблизи средней энергии Ес в магнитных цикли
ческих системах удобно рассматривать в канонических переменных
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где # — азимут, v — скорость частиц с энергией Е  (индексом с отмеча
ются величины, относящиеся к средней энергии частиц). Состояние пуч
ка будем характеризовать функцией распределения плотности частиц 
F =  F (г, #, t). Тогда, полагая, что взаимодействие частиц является 
чисто электромагнитным, приходим к следующему кинетическому урав
нению:

dF г с  &F I / \ dF п /<->\—  +  еЕ — -  +  со (г — -  =  0 , 2 )
dt dz

где Е — суммарное продольное электрическое поле частиц, е ■— заряд 
частиц. Магнитным полем частиц пренебрегаем. В общем случае Е дол
жно включать в себя еще внешнее ускоряющее поле, однако для по
нимания физики процесса целесообразно сначала рассмотреть более 
простой случай, когда изменение состояния пучка частиц происходит 
лишь под действием собственного поля *.

Прежде всего возникает вопрос о равновесном состоянии пучка,, 
обусловленном собственным полем. При равновесном распределении 
плотности «самосфокусированный» пучок частиц движется, не изменяя 
своей формы со скоростью vc, так что в этом случае F — F(z, Ф — t).
Перейдя к новой переменной

ф =  0 — (о̂  (3)
приходим к уравнению

еЕ ^  +  (№' ) , г ~  =  0, (4)
дг dtp

где полагается, что w — ^  (и \ z. Нужно заметить, что электриче-
\ d E  Jc

ское поле Е пучка сильно экранируется крышками камеры и фактически 
совпадает с полем прямолинейного тока, расположенного между проводя
щими плоскостями. Поэтому [2, 3]

E s  -  —  —  , (5)
R -f dy

где I — линейная плотность частиц; R — средний радиус орбиты пучка; 
Y =  Е/Е0; б — коэффициент, зависящий от отношений поперечных раз* 
меров пучка к зазору камеры; обычно 6 = 2 -г 3. Следовательно, равно
весное распределение плотности частиц с учетом связи между g и F  опи
сывается следующим нелинейным интегро-дифференциальным урав
нением:

оо

А  №  +  0 , (6>
o z  а<р J  осе

-X)

(R 2'l2v<»')cа =

Очевидным решением (6 ) является любая функция 2 , удовлетворяющая 
условию dF/dф — 0. Но, поскольку известно, что однородное распреде
ление при малом энергетическом разбросе неустойчиво, ищем решение

* Взаимодействие интенсивных заряженных пучков с внешним полем будет р ас
смотрено в следующих публикациях.
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с  dF/dy ф  0. Такое решение записывается в общей форме как

F =  Ф (  Г Fdz — (7)

где Ф — произвольная пока функция (непрерывная и дифференциро
ванная). Но так как

со со оо

j  Fdz =  j’ Ф  ̂ J  Fdz -  - у  z2j  dz, (8)

то удается выделить единственное решение уравнения (6 ), удовлетворя
ющее условию (8 ) (см. приложение). Такое решение, описывающее рав
новесное распределение, записывается при а >  0 (со' <  0 ) как

F =  ̂ I
—  'Ф. (9)

где -ф =  гр (ф) — периодическая, но произвольная функция, что является 
следствием неоднозначности решения уравнения в частных производ
ных. Однако эта произвольность ограничивается условиями примени
мости уравнения (6 ): if) должна быть такой функцией аргумента, чтобы 
размеры азимутальных неоднородностей выбираемого распределения 
были больше апертуры камеры. Вопрос о существовании очень коротких 
сгустков здесь не рассматривается.

При а <  0 (со' >  0) единственным решением (6 ) является азиму
тально однородное решение.

Полученный результат является весьма показательным: существо
вание сгустков, форма которых может быть очень произвольна, не за 
висит от числа частиц в пучке, а определяется лишь энергией пучка и 
параметрами магнитной системы.

Поскольку нельзя сделать каких-либо выводов о предпочтительной 
форме сгустков исходя из уравнения (6 ), попытаемся получить такие 
данные, исследуя исходную форму сгустка на устойчивость. Помимо 
прочего, эта задача сама по себе представляет интерес как задача об 
исследовании устойчивости однокомпанентной плазмы, локализованной 
внутренним полем. Так как такая задача вряд ли может быть решена 
при любой величине возмущения, ограничимся случаем малых возму
щений плотности. Итак, пусть

F — F0 (z, ф) + 7 (z , ф) + / (* , ф, t), (10)

где F 0 то же, что и в ( 9 ) ,/ «  F 0. Получаем следующее линеаризованное 
по / кинетическое уравнение:

со оо

Г J L & — J L  (• ^ d2 +  {„ ' )c!J L  ^ o .  ( 1 1 )
dt {Rj)2c dt J  dtp (Rffc dz J  dtp dtp

— ,30 — <*>

Уравнение (11) отличается от ранее изученных уравнений плазменных 
колебаний дополнительным членом eEdfJdz, описывающим действие 
поля исследуемой конфигурации. Поэтому не удается получить диспер
сионное уравнение обычным способом освобождения от зависимости 
по ф разложением f по соответствующий системе собственных функций Тб].
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Ниже уравнение (11) исследуется методом моментов. Предварительно 
преобразуем это уравнение. Введем новые переменные

a z е2А
X = ------------ , ф , т =  тг----------

'п ф (Ri)c

после чего уравнение принимает вид
_  оо ^  ^  ^

■ 2 --Х 1 Р  Г -^ -d x  +  ^ ' ( \ - x ‘) - ^ -  +  (13)
от J  д<? дх ду

где

Х =  { n y i +я* \x\=sl. (13а)
О

Произведем далее преобразование Лапласа
со

/(Р) =  J/ ^ )e x p (-p x )d T  (14)
о

и обозначим п-й момент /(р) как
СО

fn (Р- Ф) =  | Xя f  (р, X, ф) dx. (15)
—  со

Нетрудно видеть, что, вычисляя из уравнения (13) нулевой, первый 
и т. д. моменты (15), получаем бесконечную систему, зацепляющихся 
уравнений, которую можно оборвать на п-м уравнении, если ввести 
функцию связи между f n-\ и f n+\ (отбрасываемые уравнения не накла
дывают дополнительных ограничений на р). Обозначим

J  (х* —  0 ,5 ) fd x  

Р(ф) =  — -- (16)QO '

I №
—  00

После некоторых преобразований получаем следующую систему, кото
рая является исходной для определения частоты плазменных колебаний

^ г ( ? , - ^ )  +  хр л  =  л „  , - 0 . 1 ,  (17)

где
ио =  W o .  ui =  Ф/i. х =  — Р2> (18)

q0 = l ,  qx =  ф2̂ , =  1 , Pi =  1 ,

а Лг учитывают начальные условия в момент времени t — 0. Функции uit
Pi к qt по определению являются периодическими с периодом 2тс. Решения
уравнений (17) можно записать в виде

2ic

% = 2 ( 19>
о
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где l k, ^  — собственные значения и функции однородных уравнений (17), 
Следовательно, асимптотическое поведение флуктуации плотности /[7] при 
t оо будет определяться знаком собственных значений однородных урав
нений (17),

а + /  оо

ft ( 0  ~  S щ (р) ехР (рО dP F t»  S  С* ехр ( :± 1
а—i  со £

при ЛА>  0 возмущения ограничены, при k k <  0 возмущения растут.

Задача о нахождении собственных значений однородного уравнения (17) 
с нулевыми граничными условиями (это всегда можно сделать, добавляя к 
и1 соответствующие постоянные, определяемые начальными условиями) 
хорошо изучена [8]. При нетривиальном решении существует счетное мно
жество собственных значений \  <  Х2 <  ... <  \п <  ..., которое соответствует 
собственным функциям ир, uf>,... , uf\ . . . ;  \п -> оо при я —> о о , причем 
при  ̂и р >  0 все собственные значения положительны.

Следовательно, условием устойчивости возмущений является тре
бование (я >  0. Но, вычисляя различные моменты, мы обязаны учиты
вать возмущения, простирающиеся за границы (хгр =  ±  1) пучка. Вне 
пучка до появления возмущений частиц нет, и имеет смысл говорить 
только о положительных возмущениях (f > 0 )  при \х\> 1. Поэтому оба 
интеграла в (16) положительны при соответствующих радиальных раз
мерах возмущений, неравенство р, >  0 является очевидным, и конфигу
рация (9) устойчива Причем ответ однозначен независимо от вида, 
■ф =.ч|;-(ф) (формы пучка). Этот несколько неожиданный вывод подтверж
дается следующими соображениями. Любой рост нестабильности в ка
ком-либо неустойчивом распределении сопровождается увеличением 
энергетического разброса в пучке. При определенной критической вели
чине последнего, определяемой линейной плотностью частиц, энергети
ческое перемешивание компенсирует рост нестабильности, и устанавли
вается окончательное распределение типа (9). Для распределения (9) 
отношение линейной плотности I  к энергетическому разбросу, пропор
циональному г гр, не зависит от г|) и остается постоянным при любой 
форме пучка. В частности, при я|/ =  0 выполняется критерий устойчи
вости однородного пучка, найденный в (3), аг2гр >  £.

Несмотря на то что распределение (9) устойчиво при любом виде 
4- (ф) (в частности, при любом числе и произвольной форме сгустков), 
можно сделать некоторое заключение о предпочтительном виде гр (ф). 
Линейная система обладает тем большим запасом устойчивости, чем' 
больше величина Xmin , следующая из (17). Действительно, с увеличе
нием величины флуктуации изменяется (с учетом нелинейных членов) 
вид уравнений (17), изменяется и величина Amin. При определенном^ 
возмущении определяемом Amin, может оказаться, что р2> 0 , и распре
деление будет неустойчиво. Нечто аналогичное будет происходить также 
при возникновении некоторых малых возмущений специального вида 
(например, локализованных при z — 0 ), при которых знак параметра р 
некоторое время остается неопределенным..

Поэтому наиболее устойчивым будет распределение (9) с таким 
•ф (ф), при котором Amin максимально. Последняя задача может быть 
решена в общей форме лишь численными методами. Были исследованы

* В общем случае ( р ) — величина комплексная. Но можно показать, что
это не меняет конечного результата.
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лишь простейшие типы возмущения, при которых ji =  const, /.min вы
числялись вариационным методом, по которому задача определения соб
ственных значений сводится к нахождению минимума интеграла [9].

к
J  (qu/2 — кри2) dq>
о

з
при и ф  0. Форма пучка задавалась функцией ф2 вида 1 - f  ^  sk cos kmq>

k=i
(т — число сгустков в пучке).

Оказалось, что Xmin наиболее чувствительно к форме пучка при т =  1. 
Вероятность существования 2, 3 и т. д. сгустков примерно одинакова и 
мало зависит от формы и размеров их. Для образования одного сгустка 
требуются особые начальные условия и естественно ожидать, что перво
начально однородный пучок разобьется на несколько сгустков.

К аналогичным выводам можно прийти, считая, что система обла
дает тем большим запасом устойчивости, чем интенсивнее происходит 
энергетическое перемешивание частиц, упомянутое выше:

<Ро

т ~  Г J Т—%
Период обращения (граничных) частиц не имеет резких минимумов 
при конечных -ф, хотя и обращается в бесконечность при специальной 
форме сгустков типа i|52 =  1 +  cos тф (для таких сгустков Яшт — 0 ). 
Вероятнее всего, отдельные сгустки будут иметь форму близкую к эллип
сам, при которой период Т мало зависит от их размеров.

Эффекты отрицательной массы экспериментально исследовались 
Самойловым и Соколовым [10] и Сейдлом [11]. Полученные выше ре
зультаты полностью совпадают с выводами этих работ.

Итак, в накопительных системах циркулирующий ток разобьется 
на отдельные сгустки. Благодаря собственному полю, в пучке создаются 
условия для своеобразных фазовых колебаний, причем в зависимости 
от конкретного распределения траектории частиц могут быть как фи
нитными, так и простираться вдоль всего пучка. Поэтому взаимодейст
вие внешнего высокочастотного поля с накапливаемым током требует 
всестороннего исследования. По-видимому, здесь следует ожидать но
вых эффектов.

Автор выражает искреннюю благодарность А. А. Коломенскому и 
А. Н. Лебедеву за помощь в работе и обсуждение полученных резуль
татов.

Из (8) следует

Приложение



После замены переменной и =  аг| 2/ 2 имеем уравнение

2/а

ф =  const
Ф (и) dx

V 1
а

— х>

Продифференцируем это равенство по ф (полагаем, что Ф (и) допускает такие операции), 
умножим на Ф и вычтем из получившегося соотношения <1. Получаем
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2/а

Так как это равенство справедливо при любом виде ф, приходим к уравнению

2ыФу (и) =  Ф (и),

которое и приводит к решению (9).
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