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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

В. В.  Г У Ж А В И Н

О ФУНКЦИИ УГЛОВОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ 
В КАСКАДНОМ ЛИВНЕ В ПРИБЛИЖЕНИИ МАЛЫХ УГЛОВ

В приближении малых углов получены функции углоЕого распределения электро
нов и фотонов в каскадном ливне на любой стадии его развития с учетом многократ
ного и однократного рассеяния. Ионизационные потери каскадных частиц не учиты
вались.

В работе [1] были получены аналитические выражения функций 
углового распределения частиц каскадного ливня в приближении много
кратного рассеяния без учета ионизационных потерь. В работах [2—3] 
показано, что учет однократного и кратного рассеяния существенно 
изменяет вид функции углового распределения, полученной при учете 
лишь многократного рассеяния, в области больших углов и в области 
очень малых углов. Угловая задача с учетом многократного, кратного 
и однократного рассения была рассмотрена в [3]. Однако математиче
ский метод, развитый в этой работе, оказался достаточно сложным, и 
авторы [3] получили уточненную функцию углового распределения лишь 
для случая максимума развития каскадного ливня.

Получим функцию углового распределения ливневых частиц на лю
бой стадии развития каскадной лавины, учитывая многократное, крат
ное и однократное рассеяние частиц. Уравнения каскадной теории для 
решения этой задачи записываются в виде:

дР (Е0, Е, t, Q)/dt =  L x [Р (Е0, Е , t, 6), Г (Е0, Е , t, 6)] -f
СО оо

+  j  a ( 6 _  В')Р(Е0, E , t ,  B')dQ'— J  o(Q')P(E0,E , t , b ) d B ' ;
•—  DO ----  DO

дТ (Е 0, E, t, 6)ldt =  L %[P (E 0, E , t, ©), Г ( £ 0, E, t, 0)]. (1)

В этих уравнениях P ( E 0, E, t, 0) и Г(£'о, E, t, 0) — искомые функции рас
пределения электронов и фотонов по энергии Е, глубине t (измеряемой 
в лавинных единицах) и углу отклонения от оси ливня 0 (двумерный 
угол); Li и L2 — интегральные операторы [2], учитывающие процессы 
радиационного торможения и образования пар; о(0)аШ — вероятность 
кулоновского рассеяния электрона на угол 0, 0+ ^ 0. В уравнениях (1) 
ионизационные потери частиц не учитываются, а углы отклонения счи-
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таются достаточно малыми, чтобы заменить cos0 на 1. Граничные усло
вия соответствуют или одному электрону, вертикально падающему на 
границу слоя вещества при  ̂=  0, или аналогично одному фотону.

Разложим функции Р (Е 0, Е, t, б) и Г (£ ’0> Е, t, Щ по функциям Бесселя 
нулевого порядка согласно соотношениям

со

Р ( Е 0, Е, U б) =  j Dp (E0, Е, t, k ) J 0(kb)kdk,
_____ о

сс
Dp (E0, Е, t, k) =  J P ( £ 0, Е, t, 6) J o(k0)6dd, (2)

O'
и аналогичным соотношениям для функции Г (Е 0, Е, t, 6). С помощью этих 
соотношений можно, используя работы [1, 3], получить следующие урав
нения для функций Dp и Dr :

dDp (Е0, Е, t, k)jdt =  L, [Dp (E0, E, t, k), Dr (E0, E, t, k)] —

— K 2k2[ 1 — (1/9) In (K2k2/4E2)]/4E2: 

dDr (E0, E , t , k ) l d t = L 3 [Dp {E0, E , . t , k ) , D T(E0, E , t , k ) ] .  (3)

Здесь К  и Q — некоторые величины, зависящие от атомного номера среды. 
Их значения для различных веществ приведены в [3]. Уравнения (3) отли
чаются от аналогичных уравнений, полученных в [1] в приближении мно
гократного рассеяния, лишь заменой члена E 2sk2/4E2 в первом уравнении на 
член K 2k 2[l — (1/й) In (K2k 2/4E2)]/4E2. Поэтому уравнения (3) можно решить 
тем же способом, что и в работе [1]. Для этого представим Dp и Dr 
в виде

6-1 Л

■ Х ф £ г-(М). (4)
Подставив (4) в (3) и приравняв коэффициенты при одинаковых степе
нях— K 2k2[l — (1 /й)1п(/С2&2/4£2)]/4£2, получим уравнения для определения 
функций bpm(s, t) и (s, t), которые совпадают с соответствующими урав
нениями в приближении многократного рассеяния. Следовательно, выраже
ние функции Р ( Е 0, Е , t, 6) в ливне, вызванном первичным электроном,
можно сразу записать в виде

ё +  /со

{Р(£„, Я,(,в)}о= ^ W exp M sM  X
8-̂ * *

сг
х Ц .

о
Здесь Xj(s), H1(s), f ( Ах) — известные каскадные функции, определения и 
численные значения которых можно найти в [2]. Для дальнейших вычис
лений воспользуемся разложением подынтегральной функции в ряд по сте
пеням 1/Q:
{1 +  а [ 1 — ( 1/Q) In a]}-(s+2),2 =  (1 4- «)-(*+2) 2 +  (V2Q) (5+ 2) а In а (1 + a )- (s+4>/2 +  

+  (V4fi2)(s +  2)(s +  4)o2(lna)2(l + a )-< s+6)-2 +  .. , (6)
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где а =  K 2k2/4E2f  (kj). Подставляя (6) в (5) и вычисляя интеграл по s 
методом перевала без учета зависимости s (в), т. е. для случая Е 0 — оо, 
получаем

{Р (£ „ е , t, 6)}f =  Л  С
2%Е V  2tcXJ ( s ) i  U  

]

J 0 (kd) k d k  .
(s+2)/2 >[1 + W/4E*/(M1'о

2Q J  4 £ 2/(>4 ) 
о

J 0 (M)  k dk  , (s +  2 ) (s  +  4)‘ Р Г  №  W  p________________________________ ___________________  Г Г i \ - n -__
[1 +  K 2k2/4E^f(X 1) f + i)-2 r  4 Я 2 . Ц 4 £ 2/ ( Х 1) 4 £ 2/  (Xj) .

V ,  _______________ J  0  m R ___________________ I I C J \

^ r. , и и  ,, \l(S+6)/2 ”i •••(■• ('/
/ 0 (̂ 0) kd k  

[1 + фкЩЕЧОч)]'

Здесь у =  ln (E 0/E); величины у, s и t связаны соотношением у +  ~ку (s)t—0. 
Ряд по 1/Q в (7) сходится достаточно быстро, и для практических прило
жений достаточно вычислить первые два члена ряда. Первый член в (7) 
представляет собой вклад многократного рассеяния, а второй — учитывает 
эффект однократного и кратного рассеяния. Если ввести дифференциаль
ную функцию углового распределения {F^(s, z))p , нормированную на еди
ницу согласно условию

со

j  {F*(s, z))Pzdz=  1,
о

где z =  Eb/P, Р — /(/2 ]//(лх), то из (7) можно получить, что

i F *  (я -’У» zSI2Ks,2 (z) , (S + 2)z  ̂ f Г J 0 (x )x *\ n x d x
Р 2s,2r  (1 + s/2) Q \ J  (z2 +  x*)(s+4)l2

о
. In z

~v (2z)S/2r  (2 +  s/2) ± - K ^ i 2 { z ) - K M z )

Здесь /(v(2) — видоизмененная функция Бесселя второго рода, порядка v. 
Аналогичная функция углового распределения фотонов F*(s,z) в ливне, 
вызванном первичным электроном, имеет вид

! ри (г. _  z(S~2)/2/C(2-s),2(Z) . S2s“2 J 0(x)x3lnxdx
V r '4' *1 — nis — 21'2-n / - I ^ \ , 2n(s+2);2

(2г)(5—2)/2Г  (1 +  s /2 )

2 (S —2)/2p (s/2) Q  \J (z" + . r 2)<

(9)

о
In z

—  K ( 4 - S ) j 2  ( 2)  —  K ( 2 - s ) ; 2 ( 2)

Дифференциальная функция углового распределения электронов в ливне, 
вызванном первичным фотоном, совпадает с соответствующей функцией в 
ливне от первичного электрона, т. е. (s, z)}r =  {F*(s, z))p. Для диффе
ренциальной же функции углового распределения фотонов в ливне от пер
вичного фотона такой вывод справедлив, как можно показать, лишь для 
глубин / >  1, где {F*(s,  г)}г^ {  F*(s, z ))p .

На рис. 1—3 приведены функции {Fp(s,2)p , рассчитанные в элек
тронно-фотонных каскадных ливнях, развивающихся в воздухе, для
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различных значений параметра s по формуле (8). Значения параметра s 
указаны на рисунках. Пунктирные кривые представляют собой функции 
углового распределения, рассчитанные в приближении многократного 
рассеяния, штрих-пунктирные кривые дают вклад многократного рас
сеяния при расчете по формуле (8), сплошные кривые рассчитаны по (8) 
с учетом второго члена, т. е. с учетом однократного и кратного рассея
ния. Различие пунктирных и штрих-пунктирных кривых обусловлено 
слабым различием в определении Е $ и К. Из рисунков видно, что учет 
кратного и однократного рассеяния приводит к существенному измене
нию вида функции углового распределения при больших значениях 2, 
а также изменяет вид функции в области очень малых углов, т. е. около 
оси каскадного ливня.

В заключение автор выражает глубокую благодарность И. П. Ива
ненко за ценные советы и обсуждение результатов работы.
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