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Из принципа симметрии во времени вы 
:-ной термодинамики, в которых четные коэфф] 
тенциалов для нечетных коэффициентов. Полу 
ности. Для квазистациюнарных процессов khiJi
•единственный неравновесный потенциал, явл 
них параметров.

водятся новые соотношения неравновес- 
«циенты интенсивности играют роль по- 
чена новая система соотношений взаим- 
етическое уравнение записывается через 

?дашшйся функцией внутренних и' внеш-

Хорошо известно, какую большую роль в термодинамике неравно­
весных процессов играет требование инвариантности при инверсии вре­
мени. Из него выводятся соотношения Онзагера [I], а также соотноше­
ния взаимности для более высоких производных и кумулянтов [2]. 
Однако этот принцип еще не исчерпан до конца. В настоящей статье 
излагаются новые полученные соотношения. В классическом приближе­
нии в предположении о марковском характере флюктуаций удалось 
найти точные соотношения, по которым нечетные коэффициенты кине­
тического уравнения (коэффициенты 
четные коэффициенты. Последние я 
рода «потенциалами» для первых, 
в точности эквивалентна условию вр 
нечно, могут быть выведены соот 
порядков, среди которых низшими и 
ния Онзагера. Излагаемые здесь соо 
но не тождественны соотношениям, пс

В дальнейших разделах решается задача, поставленная Я. П. Тер-
етического уравнения через однулецким: выразить весь оператор кин 

функцию (среднюю скорость). Несмотря на большой интерес, который 
вызывают попытки решить эту задг 
■следует считать предварительными, 
и устанавливаемые соотношения ост 
нелинейной функции трения, зависят 
лического синуса, при специальном е 
женное уравнение приводит к отриц 
ты работы [4] хотя и лишены указан 
при сильных предположениях, котор 
ценивают.

интенсивности) выражаются через 
вляются, таким образом, своего 

истема найденных соотношений 
еменной симметрии и из нее, ко- 
ношения взаимности различных 
важнейшими являются соотноше- 

тношения взаимности родственны, 
лученным в [2].

чу [3, 4], полученные результаты 
В работах [3] основное уравнение 
аются необоснованными. В случае 
ей от скорости по закону гипербо- 
ыборе начальных условий предло- 
ательным вероятностям. Результа­
тах недостатков, однако получены 
ые в значительной мере их обес-
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В свете настоящей работы причины упомянутых неудач можно 
объяснить следующим образом. В указанных работах как доказатель­
ства, так и результаты излагаются в терминах механики при помощи 
канонически сопряженных переменных. Между тем теория, будучи тер­
модинамической, должна иметь дело с термодинамически сопряжен­
ными переменными (внутренними и внешними параметрами).

В настоящей статье вводится неравновесный потенциал V(а, А) 
как функция термодинамических параметров, который полностью опре­
деляет кинетическое уравнение

Это справедливо при дальнейших существенных ограничениях требова­
ний квазистационарности и симметрии. В частном случае указанное 
уравнение обращается в уравнение (8) из [5], предложенное ранее.

Ввиду того что правомерность самой проблемы подвергалась ино­
гда сомнению, здесь рассмотрено несколько относительно простых при­
меров, для которых справедлива изложенная теория.

Будем рассматривать термодинамический процесс, описываемый 
внутренними параметрами А =  }А\, и внешними параметрами
а  =  {а\, а „ } . Внутренние параметры представляют собой случайные
функции времени, внешние — постоянны. В предположении, что гамиль­
тониан системы линеен по внешним параметрам, термодинамическая 
система описывается свободными энергиями

Равновесный закон распределения внутренних параметров имеет
вид

Чтобы установить термодинамические соотношения между характери­
стиками неравновесного процесса, не зависящими от выбора модели ди­
намического взаимодействия, будем исходить из нескольких более или 
менее общих принципов.

1. М а р к о в с к и й  п р и н ц и п .  Предполагается, что функции 
А\(t), ..., А п (t) представляют собой многомерный процесс Маркова. 
Физическим основанием для этого является участие в процессе боль­
шого числа частиц, корреляции между которыми быстро теряются 
вследствие «перемешивания» в фазовом пространстве. В силу указан­
ного принципа плотность распределения вероятностей для внутренних 
параметров удовлетворяет кинетическому уравнению

где р{А",А') — дифференциальная вероятность перехода из состояния А' в 
состояние А". Это уравнение можно записать в операторной форме

дА

§ 1. Первые исходные принципы

¥  (а, А)=- ¥ 0 (А) -  а А, 

Ф(а) =  — kT ln  j V p4r(a>Л) dA,

(аА =  ^ а аАа =  ааАа\ р =  1 jkT\ dA =  dAx ... dAn).
a

w a  (A) =  exp [£Ф (a) - -  ^  (a, A)]. ( 1)

w (A) =  [  P (A, A') w.(Ar) dA! -  j  dA"p (A", A) w (A) (2)

(3 )
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Если оператор F  записать в форме раз
со

т= 1

то коэффициенты К а а , называемые 
определяются известными соотношения

нами коэффициентами интенсивности, 
№

=  J  —  -^ a ,) ••• (Aar '

2. П р и н ц и п  в р е м е н н о й  с

at — -̂ a,) •••\Лаг — ^ar)

4 a )p(A",A)dA".

предположению, что характеристики 
но вероятности перехода, остаются не: 
Как известно [6, 7], при обращении 
ским, а его вероятности перехода п

р{А", А') -*  р (А", А') =  ш

и, следовательно, F -^ W a F *— , где F T 

бование симметрии во времени приво

F  =  waF

или, если учесть (1),
* F  =  e~^wl 

§ 2. Вывод основн^г

Подставляя (4) в (6) и учитывая, ч

м м е т р  и и. Он соответствует 
неравновесного процесса, а имен- 
изменными при инверсии времени, 

времени процесс остается марков- 
()двергаются преобразованию

1<а (А')р(А',А'У
(А")

транспонированный оператор. Тре- 

|Дит к операторному равенству 
г 1

( - 1 Y  д
г\ дАг

г= 1
В правой части переставим операторы 
действовали в последнюю очередь. При

/

Здесь Da =
дА0

дА? дА 

оператор дифферентдарования, относящийся только к 

функции, стоящей в квадратных скобках. Тогда будем иметь

ложения

<5

(5)

е . (6)

х соотношении

/ д\ тто I ------- — 1 = ------ , имеем/ _____ д  у =  д

[  дАа )  ~  дАа

2 т ^ - с .  - к
s ~  1

_ _ д _  ВФ 

д\

Дифференцирования так, чтобы они 
этом используем формулу

- в д .



=  V  j — ^-------- —  . . .  ~ ^ — D r  . . . D ,  [ К  e - ^ l e P * .  (7 )
—J p\q\ dAn dAa 7l V  K '

P, <7=0 al a p
p + q >  о

Из, равенства операторов (7) следует равенство коэффициентов при 
операторах дифференцирования, в чем можно убедиться, например, 
рассмотрением интегральной операции (5). Поэтому из (7) получаем

(8)

Удобно разделить эти равенства на две группы в зависимости от четно­
сти г. При нечетном г =  2т  — 1 имеем

К  = ------ -- V  еРф-------------—------------[К е -^ ']. (9>
e1 - a2« - i  2 Z i  q \ dAa 2 m . . .d A ,27l_ ^ q

При четном г =  2т  первый член в правой части (8) не складывается, 
а сокращается с членом в левой части и поэтому

---------д1 -------------[Я е-Рт ] =  0. . (10)
Z j  q\ dAa2rn+x. . .d A a2m+q H - - a2m+q

Равенства (9) можно использовать, чтобы выразить все нечетные коэф­
фициенты Каг ... а2т_\ через четные. Положим сначала, что все функции 
Каг .а  начиная с некоторого номера г — 2М -{- 1 равны нулю.
Тогда, полагая в (9) tn =  М, имеем

^  Ч м * * "  =  Т  ~ Я ^  ^  " <П)

Записывая далее равенство (9) для пг =  М — 1

К e~Pw =  —_____ -___ Г К  e - P ^ l  —
«1 • • • а2м—3 2 дАа2м _ 2  а1 - " а2 м - 2

1 132 ЛК„ е - ^ ]  +2-2 дАа2т_ 2дАа2/я_ , а1 -  а2М - 1

г о  а2М—2 .--- а2М 1

и выражая в нем К а j через К а по (11), находим

Ч - -  « « -3 е-1”  = 1 4 . . .

+  Сз“ <>Л дЛ 1^0 02Me_IWl’
а 2М —2 ••• а 2М 1 т

где
1 1 / 1 1 ,

с\ — “т-  > Сз — ~~Z~ (~т~ ~7Г  С1 —2 2 \ 6 2 J 24
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Продолжая эту процедуру, приходим к формуле

d2i+ 1М- т

а1 • • • а2 т- . ,  =  2 ' W V ' ал
/=о а 2от

причем коэффициенты С2/+1 удовлетвор
1

c 2 j + l
1 Cl

2 L (2/ +  I)! (2/)!

членов, входящих в (12), но добавляет
сделанную выше оговорку, что функции Каг . . . а  обращаются в нуль на­
чиная с некоторой функции, можно пс

дА [*П
a2m-f2/' а 2 т + 2 /

е-№], (12)

яют рекуррентным соотношениям

с 3 С 2/ - 1

(2/ - 2)! 2 !
(13)

Увеличение числа 2М не равных нулю функций Kat . . .a  не изменяет
новые члены. Поэтому, отбрасывая

лагать в (12) М — со.
Таким образом, нечетные функции /(«,... а27г_ 1 не являются не­

зависимыми. Каждая такая функция, в том числе и среднее смещение

К а = А  а, однозначно определяется ^олее высокими четными функция 
ми. Коэффициенты влияния Сг/+1 являются совершенно универсаль­
ными и не зависят .ни от номера функции, ни от вида термодинамиче­
ской системы, «и от числа термодинамических параметров. Более под­
робные сведения об этих коэффициентах приведены в приложении 1.
Вторая группа равенств (10), как 
бавляет ничего нового к полученным 
принимать во внимание.

Положим в (12) а  — а 0 и умножим 
P'F (а, А)]. Тогда

показано в приложении 2, не при- 
соотношениям (12), и ее можно не

§ 3. Соотношения взаимности

обе части равенства на ехр [РФ (а)

К Н • • • «2т—1 (а°’ А) ехр [ Ф̂ ~  ¥̂(| +  а̂Л] =  2  C2/+1 е'

a2/+i

В А (а—а0)

1 = 1

дА„ дА„
а 2т а2от-)-2/

Пользуясь формулой

е р л  (а—а 0)

« « . . . .  ч т+г, *а“. А) ехр

г д

дАп

перенесем множитель ехр [рЛ (а — а0)]

K %. . . ^ S a '‘- A) Wa = Y i C2i+'
i= (

Р  ( а « 2 т + 2 /  ° а 2 т + 2 / )дА,a2m+2j
£сли проинтегрировать обе части равенства (14) и учесть, что при беско­
нечных значениях wa исчезает, то производные по А0т, . . . ,  Аа2т+2/ выпадут, 
ж мы будем иметь

Р [CLa & а )
(5 Л  ( а — С ° )

направо и получим

д А  Р ( d « 2 т  й а 2
а 2т

К  W6
xa l . . . a 2m+ 2 j с

(14)

а 1  ■■■ а 2т-
/ =

2 0



” • ( flct2/n+2/ a a 2 m + 2 j)  \ ^ a 1 ■ ■ ■ a 2m + 2j (a °> ^ ) )  d -  ( 1 5 )

Здесь через < ... > e обозначены средние с весом wa.
Дифференцируя последние равенства по ат и полагая а =  а 0 после

дифференцирования, можно получить соотношения взаимности. Так, одно­
кратное дифференцирование при т 1 дает

д . , и z.,4 _  , УоГ
да..

( К а ( а ° ,Л ) ) а =  —  Сл (К-о-1 (я°> А)У<р. (16)

Из определения (5) видно, что коэффициенты К а ... а есть симметричные 
функции своих индексов. Поэтому из (16) вытекают соотношения Онзагера

да (К а(а0, А)) а
а=а° да„ < К ,(а\  А)}

которые мы будем называть соотношениями первого порядка. Трехкратное 
дифференцирование (15) по ат , аТг, аТд при т — 1 приводит в равенству

{ k T f

+

а»
да дач да , '1 ‘2 *

< Ка  (#°> А)У а +  (k T f
сз

а2
да.. дау'2 '3

а2
да дау13 ii л , \а =  _  <Ч т Л (а°>Л)>‘' ' <17>7i Ъ

Далее, полагая т =  2 в (15) и дифференцируя по a v находим 

k T  г аR I  Г

d  L да.{
l\Ka1aia3 ( а ° > Л )  ) (̂ °> -^)) а0. (18)

Вследствие симметрии правой части (17), (18) по всем четырем индек­
сам получаем соотношения взаимности второго порядка. Между производ­
ными д*Ка^даа даа да% с переставляемыми индексами имеют место 6 соот­
ношений (при фиксированном наборе а1; «2, а3, а4 несовпадающих индек­
сов). Аналогично из (18) следуют 6 соотношений между производными 
дКа а2а31даа .̂ Наконец, приравнивание выражений (17) и. (18) дает еще 16 
соотношений.

По этому же принципу могут быть выведены соотношения взаимности 
третьего порядка, основывающиеся на симметрии функции /Са1...а 6, а так­
же более высоких порядков.

§ 4. Дальнейшие ограничения общности.
Принцип квазистационарности

Полученные ранее соотношения (12) являются довольно мало огра­
ничительными, поскольку четные коэффициенты интенсивности в них 
можно подбирать независимым образом. Представляет интерес иссле­
довать, существуют ли более сильные соотношения, по которым все 
коэффициенты выражаются, например, через одну функцию. Это дей­
ствительно может быть достигнуто, но ценой дальнейшего ограничения 
общности.

Рассмотрим переходы между двумя какими-то состояниями с коор­
динатамиА\ и А2. Им соответствуют свободные энергии

'¥(a,Al) = Vt(A,)~aAl (I =  1.2 ).
21



Вследствие принципа 2 имеем

р {а ,  Л2, Лх)ехр[ — р уоШ  

=  р(а ,  А1г Л2) ехр [
M i l  =

№ ( Л 2) +  М 2]. (19)
этого выражения (деленый на — р) 

ипотетического промежуточного со-
■Если интерпретировать логарифм от 
как свободную энергию некоторого г 
стояния, энергетически самого невыгодного, то будем иметь

р (а, Л2, Ai) =  ехр {— р [ ¥  [а, А1г Л2) — (а, Лх)]},

р (a, Av А2) =  ехр {— р [W (а, Ах, Л2) — W (а, Л2)]}.

ьшению вероятности перехода при 
барьера. То, что фигурируют «е 

нциалы, обусловлено существом

Это, естественно, соответствует умен 
увеличении высоты потенциального 
обычные, а термодинамические поте 
дела.

В терминах промежуточного состояния принцип 2 можно формули­
ровать как утверждение, что обоим переходам А\ Л2, Л2 —> А { соот 
ветствует одно и то же промежуточное состояние. Новые ограничения 
также сформулируем в этих терминах.

3. П р и н ц и п  к в а з и с т а ц и о Н  а р н о с т и .  Свободная энергия
промежуточного состояния Л ь

(20)

сящей от а подобно энергиям конечных состояний
А2) предполагается линейно зави-

W {a,A 1,A 2) =  W0 {Al

Здесь Л о (Л j, Л2) имеет смысл коорд 
ми Л] и Л2.

§ 5. Принцип симметричног

Л2) &А0 (Л15 Л2).

инаты барьера между состояния-

о расположения барьеров

В нем предполагается, что коорд 
метическое между координатами кон^

Ао {Ау, Л2)

Если эти принципы формулировать 
точного состояния, то они СВОДЯТСЯ I 
симости функции (19) от а, а именно

р (а, А) е-*"'“■*> =

=  М Л .Л ) ® Ф

ка

где ро (Лх, Л2) =  ехр [— р ¥ 0 (Лх, Л2)]
Из вышеизложенного еще не вид 

ципом квазистационарности и при 
выполнения. Чтобы в какой-то мере 

П р и м е р  1. Рассмотрим броу 
одномерные блуждания с коэффицие 

щиальном поле U(x).  Она описывает

wx =  — — [U (х) w 
ох

ината барьера есть среднее ариф- 
:чных состояний

Аг

ез привлечения понятия промежу- 
утверждению определенной зави­

ла, Лх, Л2) е 

8а -Л] А2

-f№. (а, А,)

(21)

Произвольная функция, 
но, почему принцип 3 назван прин- 
ких условиях можно ожидать его 

Осветить это, обратимся к примеру, 
новскую частицу, совершающую 
нтом диффузии 7(3 =  const в потен- 
ся уравнением Фоккера— Планка

4
1 d2wx 

У  дх2
(22)
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Предположим далее, что потенциал U (x)  имеет две ямы, разделенные 
барьером, и возрастает на бесконечности. Наинизшие точки пусть име­
ют координаты х =  А\, х =  А2, а высшая точка барьера — координа­
ту х =  А0 (А 1 <  Л0 <  Л2).

Когда высота барьера достаточна велика («температура» Г/Р доста­
точно мала), переходы частицы из одной ямы в другую будут проис­
ходить редко. Среднее время Тср между переходами будет значительно 
превосходить время Ту установления устойчивого распределения внут­
ри каждой ямы. Поэтому установится квазистационарное распределение

которое соответствует стационарному распределению внутри ямы и не­
стационарному распределению вероятностей между ямами. Если при­
нять время Г ср за масштаб времени, то процесс можно рассматривать 
как разрывной марковский процесс на два положения (осуществляется 
состояние Л ь когда х < Л 0, и состояние Л2, когда х > А 0).

Теоретическое рассмотрение, основывающееся на уравнении (22) 
дает следующие выражения для вероятностей перехода:

При дифференцируемой функции U (х) методом перевала получаем при­
ближенные выражения:

Найденные соотношения (23), (24) справедливы при выполнении усло-

А-. А,

р(Л2,Л )  =  [р J e - ^ ^ J e ^ ^ x r 1;
А

00

р (Аг, Л2) =  [РJ* еГ^и {x)dx j  ерс/ {x)dx]~1.
А А,

■откуда, используя (20), имеем

—  со

(23)

А,

¥  (Л1( Л2) =  - L  In [ j/p j* e  udx].

V ( A l).=  U(Al) +  - l -  1 п [ ^ ^ ( Л , ) 1  (t =  1,2); (24)

Вторые члены в правой части соответствуют члену с энтропией: — TS.
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вия квазистационарности. В случае npqстых функций U(x),  для которых 
V ( A 0) - U ( A i )

это условие можно записать в виде
HU(A0) - U ( A

Будем предполагать теперь, что 
параметра: U(x) =  U o(x )— ах. Непосредственное исследование зави 
симости корней уравнения

d U 0 (x)

dx

от а и использование результатов (23), (24) показывает, что уело-

(А0 -  Ад*

Л » 1 .  ' ( 2 5 )
потенциал зависит от внешнего

а — 0,

нейных по а членов в ЧМЛ/)* 
членами при|а| — k T (Л0—Л,-)-1 .

вие (25) приводит к малости' нелш 
4 я(Ль Л2) по сравнению с линейными 
Таким образом, условие квазистационг.рности (25) обеспечивает выпол­
нение принципа 3.

§ 6. Неравновесный термодинамический потенциал 
и кинетическое уравнение

Равенство (21), вытекающее из принципов 3, 4, используем для ис­
следования свойств кинетического уравнения (2) и определяющих его 
коэффициентов (5). Получая из (21) для вероятности переходов выра­
жение

р (а, Л2, Лг) =  р0 (А1г Л2) ехр ( 

и подставляя его в (5), находим

К а , . . . а г (а,А) =  f ( л ; , - л а,)..

X ехр р\Г0(Л) +  ра

Если ввести неравновесный термодинамический потенциал

У (о ,Л ) =  j  р0И " .^ )« р {р 'Р

то, как легко убедиться непосредстве 
венство (26) можно записать в форме

* в1 . . . а ( а , Л ) = ( 2 * 7 у

Р^о(А) +  Ра
Ai +  А2

.(А'аг - А аг) р 0 (А",А) х  

А" —  А

-]
dA". (26)

(Л) +  fto j dA", (27)

нным дифференцированием, ра- 

д

Согласно последним соотношениям независимым является лишь
один коэффициент; коэффициенты же 
ются из него дифференцированием ho а. Следуя проблематике ра 
бот [3, 4], можно все коэффициенты выразить через первый коэффи

циент, т. е. среднюю скорость К а (а, А)

К . . .  a {a,A) =  (2 k T y - '

24

д а п
V(a,A). (28)

более высокого порядка получа- 
а. С 

эази

Аа :

д,г—1

д*а, -  даа
Ка , [а, А). (29)



Подставляя (28) в (4), находим

(2kT)r д д

г= 1

ехр

дАа, дааг

2  kT д

д А„ да.

дАаг дао

V (а, А).

V (a ,A ) =

(30>

Воспользовавшись формулой
д

е "  s“«/(a„) =  / (o „ + z ).

которая представляет собой не что иное, как формулу разложения 
Тейлора, из (30) будем иметь

f  (*• -  i r  • ЛИ  (а -  2*г i b л) - v <а'Л)-
Таким образом, при сделанных предположениях существует нерав­

новесный термодинамический потенциал (27), через который кинетиче­
ское уравнение (3) записывается по формуле

w{A) v ( a — 2 k T ~ , A  
\ дА

V (a,A) w(A). (31V

Явный вид потенциала, зависящего от функций р 0(А", А),  Ч'о(А ),  опре­
деляется из динамических соображений. Главное достижение в том, что- 
вместо функции трех переменных (4) мы имеем в (31) функцию двух, 
переменных.

Ч а с т н ы й  с л у ч а й  1. Пусть Ах (t), . . . ,  Ап (t) есть непрерывный мар­
ковский процесс, т. е. К а,. . .  а = 0  при г > 2  Тогда согласно (12) имеем

К а(а ,А )  = (32)
т ~ ' " т

Обращаясь к соотношениям (28), (29), справедливым при более сильных 
ограничениях, видим, что Ка-( не зависит от а, а коэффициент К а(а , А} 
состоит из линейной части и части нулевого порядка:

К а (а, А) =  К°а {А) +  -г^г/Сатат.
2 kT

При этом в силу (32)
1 ЗФ-0(Л) 1 д2Кп, Ш

Неравновесный потенциал в этом случае имеет вид

V (a ,A ) =
1

2 (2kT)2
а.

dW,
дА„

a y
dw0

dA.,
Ka7 +  2 kT aa

dA.

Ч а с т н ы й  с л у ч а й  2. В некоторых случаях коэффициенты интенсив­
ности и неравновесный потенциал зависят лишь от разностей 
Аа — Ьа1 , где 6ат — Некоторые постоянные. Тогда в полученных фор­
мулах дифференцирование по а  можно заменить дифференцированием

2 S



по Л и не выписывать внешних парам
ванными. Формулы (29) при этом примут вид 

^ а1. . .а гИ ) =  “ (2 kTY- ' Ь ъ ь  

1

етров, предполагая их фиксиро-

Когда п =  1, Ьп имеем

К Г(А) =

и дг~ 1КаАА)• • • У(1 У ---------------дА„ ...ал.

2k T  \ r-ii # - \ Kt(A)

J.

дА г

Последние равенства можно противопоставить неправильным формулам
ХГ у м  dr-\K l{A) 

т
К г (А) =  г

предложенным в работах [3]. Вместо уравнения

w
1

т
1

( г - 1)!
kT V  
т

соответствующего (33), можно указать правильное уравнение

w — - ■ V - i
А-j г\
г =  \

2k T  \г-

алг— 1 (33)

1 аг—1

алг— 1
< f~ lw
ал■Г— \

f - l

ал

ехр
2 k T

т ал
2 kT а
т. ал

или

W V (А) — VI А

В правой части (34) через D обозначе 
А, относящийся только к К] [А). Уравнение (34) приведено в [5] с некото­
рыми описками. С этим уравнением совпадает также: уравнение, предло­
женное в работе [4], если в ней заменить q на А, а функцию / (q, и)
взять в форме / (А, и) —. —  f  ( А — --

т \ т

г— 1 W dr~ lKi
алг- ‘

D — 1
K xw

2 kT  д
W.

(34)

(35)
т  ал

н оператор дифференцирования по

П р и м е р  1. В рассмотренном ранее 
имеет вид

примере неразновесныи потенциал

Иа,А) = ехр -рто(А , А) +  №,(Л) +

Ра
№  (Av  Л2) +  0ЧГо (А,) +  ^  (Л  -  А )V (а, Л2) =  ехр

где ^ ( Л ; ) ,  ^ ( Д ,  Л2) определяются формулами (23), (24) при а  — 0.

П р и м е р  2. Рассмотрим плоский 
рого имеется емкость С. При отсутстви 
странстве 0 <  х  <  d  между ними расп
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(36)

диод, между электродами кото-, 
л заряда на электродах в про- 
ределяется потенциал и(х),  ко-



торый образует потенциальный барьер, препятствующий переходу 
электронов от одного электрода к другому. Если заряд Q =  еМ — А 
выбрать в качестве внутреннего параметра (N — число электронов на 
левом электроде), то внешним параметром будет внешнее электриче­
ское поле, точнее a =  Ed. Пренебрегая временем пролета между элек­
тродами, будем рассматривать Q(t)  как скачкообразный марковский 
процесс с величиной скачка AQ =  ±  е.

Вероятность перехода электрона слева направо р(а ,  Q — е, Q) и 
обратного перехода р(а ,  Q -f- е, Q) зависит от числа электронов (в еди­
ницу времени) т, делающих попытку перехода, и от высоты потенци­
ального барьера. При подсчете последней нужно принимать во внима­
ние фактическую потенциальную функцию

описывающую избыточную энергию электрона, находящегося в точке х. 
Точка перевала х =  х 0 (а) определяется из уравнения dU (x )/d x  =  0, т. е.

(*о)---- -  — (Q _>_£о_Л----— = о.
d x  У о; С  d {  d J  d

Условие квазистационарности 3 эквивалентно неравенству 

х0 (а +  Аа) — х0 (а) <  d при еАа ~  kT.

Оно выполняется, если выполняется условие
kT

— Vo)dx2 bV '

Для данной задачи вероятности перехода и кинетическое уравнение 
рассматривались в работах [5, 8]. Теория настоящего раздела приме­
нима в симметричном случае, когда выполняется требование 4, прини­
мающее вид xo =  d/2. В этом случае действительно уравнение (35) 
(при т — С ), причем неравновесный потенциал дается выражением

р“(т )М т(°-тУ («, Q) =  п0 ехр 

если
и  ( 0 )  =  и  (d )  =  0 .

В заключение отметим, что из существования неравновесного тер­
модинамического потенциала и соотношений (28) легко выводятся 
различные соотношения взаимности.

П Р И Л О Ж Е Н И Е  1

Некоторые сведения о коэффициентах разложения

Найдем производящую функцию
О?

?(*> C2/+ lz2i+l • (1.1) 
/-о

для коэффициентов с2/- _ У м н о ж а я  равенства (13) на 2г2;+ 1 и суммируя от /  =  0 до оо, 
получаем

СО СО

V  г2/2Т W =  sh —  (1,2)
/= 1  k = l
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Поскольку сумма

,2k

ft=l
(2k)\

=  ch

в правой части (1,2) одна и та же для всех член 
учитывая (1,1), находим

и, следовательно

2-f (2) =  sh z —  (ch г 

sh г
¥ ch z +  1

=  t

Ob, вынося ее как общий множитель иг 

- 1 1) «Р ^ ).

‘ ~  • а .з >

Пользуясь формулой (1, 411,  6) из [9], можно получить явное Еыражение для искомых 
коэффициентов

2/+1
22/+2 _  1

2 ---------------------В
(2/  +  2)!

где B2j-+ 2 —  числа Бернулли (см. (8 .21 ) из [ 9 1). Для первых трех коэффициентов имеем

1
-  2 ; с3 -

1
2 4  ’

2/+2 (/ =  0,1, ...), (1.4>

1
сь

240

И Е  йп р и л о ж е н :

Доказательство достаточности равенств (9 ) для выполнения (10 )

Разделяя в (10) четные и нечетные члены, имеем

со
д21

У -(2i
l = 1

(2/)! д А . . .  дА.

П 1■I
/==]

Ь 121 

дп-\

(21 —  1)! дА . . .д А
21—1

Подставляя в (11,5) равенства (12), вытекающи

д21V —
в«1

со ос

(2/)! . ..М' ' Ti
..

а2т h  ••• ~121
е-рт] =

• a2m~<i ■ ■ ■ Т2/-1 

е из (9), получаем

—

(II ,5>

121

^l+2jу  у  С2 / + 1
Z j Z j  (21 —  1)1 дА  . . .д А г 
1 = 1 /=0 ‘1 2/+2/

[*«

Объединим здесь члены с той же самой функцией K Ui а

части и р —  I в левой части равенства). Легко видеть, что эти члены сократятся и равен­
ство (11,6) обратится в тождество, если выполняются; соотношения

а2т Ь ■■■'121

••• а2 т \  ••• Т2/+2/
(11,6)

1
(2р)\

Р- 1

/ = о

°2/+1 
(2р -  2 /  -  1)!
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Умножая (11,7) на z2p и суммируя от р  =  1 до оо, получаем, что (11,7) эквивалентны 
равенству

~ 4=1 z2p 2/—] ‘
' ch 2,—  Г =  ----------------------—  c.2i

— . _  (2p —  2 j —  1)! 21+1 
p = l./= 0

-  V  C 22 /+ 1j 2i+x£ j ( 2v - l )
v  =  l  /  =  0

Z
т .  e. в силу (1,1) равенству ch г—  1 — s h 2 cp (г) или ср.(г) =  • Так как последнее

■совпадает с (1,3), то (10) действительно является следствием формул (12), (1,4).
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