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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

Ю.  А.  Р Ы Л  O B

<ОЪ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ЭН ЕРГИ И  СТАТИЧЕСКОГО  
[ЦЕНТРАЛЬНО СИММЕТРИЧНОГО ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ

И сходя из концепции относительного гравитационного поля [1], подсчитаны 
-энергия и импульс статического центрально-симметричного поля относительно центра 
.«системы.

В работе [1] показано, что при описании гравитационного поля фи
зически существенным является только относительное гравитационное 
-цоле, т. е. гравитационное поле в точке х по отношению к полю в опор
ной точке х'.

Относительное гравитационное поле представляет собой двухточеч
н ы й  тензор

<& =  T?, W -  I f ,  ( * ,* ') .  (!)
где YpY суть скобки Кристоффеля в пространстве — времени У4 в не
которой системе координат К, а Гру (х, х') суть скобки Кристоффеля в 

шлоском пространстве Е х>, соприкасающемся с У4 в точке хг, в си
стеме координат Кх’. Система координат Кх' получается из системы 
координат К  при отображении У4 на Е х>. Способ отображения V4 на Е х> 
зависит от выбора опорной точки х'. При отображении У4 на Е х> геодези
ческие в Vi, проходящие через х', отображаются в прямые £ Е Х', про
ходящие через х', причем при отображении сохраняются углы между 
геодезическими в точке х' и длины геодезических, проходящих через 
точку х'. При этом метрический тензор пространства ЬХ' оказы
вается тесно связанным [2] с мировой функцией Синга [3].

Исходя из концепции относительного гравитационного поля, оказы
вается возможным ввести плотность энергии, импульса и другие вели
чины для гравитационного поля [1], причем все величины, относящиеся 
к гравитационному полю, оказываются относительными (зависящими 
от опорной точки х'). Это можно трактовать как некую общую относи
тельность, присущую гравитационному полю.

В настоящей заметке, используя методы, развитые в [1], мы под
считаем полную энергию статического центрально-симметричного гра
витационного поля относительно центра симметрии.

Согласно [Г] ^формула (34 )), 4-импульс системы относительно опор-
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ной точки х' определяется соотношением

Ру =  Р р  (Х ')  =  J eg. dSa, (2)

где Рр— относительный 4-импульс системы, являющийся вектором в  
точке х', Dx — det || Gp.,, ||, 2  — произвольная бесконечная пространственно
подобная гиперповерхность, 0р' =  PjjT. 0“, РрД — тензор параллельного пере* 
носа в Е * ,  а 0? — тензор энергии-импульса системы, относительно точки х\  
даваемый соотношением

Ae? =  - 5 ] 5 r L -“‘ 4 > - i r r - « v 4.f  + Щ .
М  1,0 ‘ 1  ,а (3)

А =  Y D J g  g  =  det (I ||.
Здесь L  — плотность лагранжиана системы относительно точки х'\. 
иг — переменные, описывающие материю. Две вертикальные черточки 
перед индексом означает ковариантную производную в Е х> (мы будем 
называть ее касательной производной). Штрих у индекса означает, ч т  
индекс относится к точке х', отсутствие штриха указывает на то, что> 
индекс относится к точке х  и преобразуется в соответствии с преобразо
ваниями координат точки х. Прописными буквами обозначаются отно
сительные (зависящие cj)T опорной точки х') величины, строчными бук
вами — обычные неотносительные величины.

Тензор энергии-импульса ©р можно разбить на две части: тензор* 
энергии-импульса материи и тензор энергии-импульса гравита
ционного поля @“р • ®$р в выражении для @jjf можно заменить на 
Л-1^ , где Ц =  gpY tav есть тензор энергии-импульса материи, входя
щий в правую часть уравнений Эйнштейна. Такая возможность следует- 
из того, что @“р отличается от А - 1 ^  на величину, касательная дивер
генция которой нуль (ф . Приложение). Следовательно, такая замена; 
не повлияет на величину Р  р' из (2).

Тензор энергии-имп|ульса гравитационного по^я в системе коорди
нат, галилеевой в Ех>, г|де для данного х' = 0  и касательная произ
водная у а совпадает с обычной производной да, в|а совпадает 
с псевдотензором Эйнштейна. Поэтому в этой системе координат имеем? 
(см. например, [4]),

где
7 $  =  6gp + У —  g i f t  =  д т /грт ,

{ ( — g )  ( g a?J g l 1  —  g f j  g a l ) ^

d (.)
2 x / —  g

означают обычное дифференцирование, a 
ционная постоянная Эйнштейна. Перейдем теперь к 
системе координат. Этб осуществляется, как легко

Л- 1 . В произвольной
/rid L/df

 ̂ р =  « Р и т

da-^Vcu V — g системе
видеть, 

координат

х — гравита- 
произвольной 

заменой
получим.

Перенося нижний индекс} у #рт в точку х' с помощью тензора Р $ ., полу
чим из (2)

Рр =  \ H V u y - D x dSa,
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Где

HP  =  p ^ H l \  (4)

В том случае, если в качестве 2  выбрана гиперповерхность х° =  const,. 
получим

Pp. =  j  H p u d?x d3x =  dx1 dx2 dx3.
2

Учитывая, что в силу антисимметрии Н р  по а и у 

Н?и = (V-DXW$„ а = 1,2,3)

получаем

= j  Hr *01 = jA ^ V ^ g  ddn, (5)
c a

где a — двумерная поверхность, ограничивающая 2 , а d a 0c элемент 
поверхности о. Поскольку 2  — бесконечная поверхность, то a — беско
нечно удаленная поверхность. Несложный расчет дает для Н 0̂

a h ?  =  +  +  (6)

где [5]

Q“pT =  Qps g ?2  =  Y  g ai1- g '4  {gy.p li 8 +  g,.o  II P -  g fi8 II :xj.

Величины Qp-f можно найти исходя йз соотношения (1). Гру связаны с 
мировой функцией Синга следующим образом [2]:

1рт =  (7)
где G — G(x, х') — мировая функция Синга, Ga,y =  d,s: да G, а Ga '̂ — тензор 
с матрицей, обратной Gail>. Мировая функция определяется соотношением

X
G (х, х') =  ~-<S2 (х, х'), S [х, х') =  dx?- dxv , (8)

X*
где интеграл берется вдоль геодезической, соединяющей точки х  и х'. Тен
зор переноса Р $ . имеет вид [2]

Pi. =  -  ga'a' (X') р£' =  -  (х') G ,̂ (9)

где Рра’ — тензор обратный Ра\. Из (7) и (9) следует

г  £  =  (Ю)

Гравитационное поле статической центрально-симметричной мате
риальной системы описывается линейным элементом (см. напри
мер, [6], § 96)

ds2 =  еv dt2 — г2 (dQ2 - f  sin2 0 cfrp2) — ех dr2, (11)
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где v = v (г ) , к—К(г), скорость света выбрана за единицу. Мы будем 
предполагать, что матерИя заключена в области r < R ,  так что для боль
ших г (r^> R)

2г
(12)

где а =  v: |* tor2 dr — гравитационный радиус, системы, to компоненты тен- 
о

:зора энергии-импульса материи t't.
Мы вычислим полней 4-импульс системы относительно центра си

стемы точки х' =  0 (г'=40, t' =  0 ). Для этого мы вычислим мировую 
.функцию, соответствующую линейному элементу (11), затем с по
мощью (9), (10) и (1) вычислим и, наконец, с помощью (5) и (6) 
найдем полный 4-й импульс, являющийся вектором в точке х'. При этом 
интегрировать в (5) бу^ем по сфере радиуса г0 при постоянном t, по
этому для вычисления (5) нам достаточно знать асимптотическое пове

дение QpT (г, t, г', t') при t =  t' =  0 , г' == 0 и г —> ос).
Мировую функцию Можно получить, если взять в качестве S {х, х') 

в (8) решение уравнений Якоби— ГамилЬтона

дха дх& (13)
х° =41, х1 =  0, х 2 ь= ф, х3 =  г,

-удовлетворяющее условиям [2]
S (4 х') =  S (x't х), S (х, х) — 0.

Поскольку нас будет интересовать 5 (х , х') для пространственно-подоб
ных интервалов (х, х'), тр удобнее положить

S  (х, i ' )  =  ia, G (х, х') =  — —  cj2 . (14)

Решая уравнение (13) для метрики (11) методом разделения перемен
ных, получим :

a =  a 0(i — Г) +  4- F  [г, г', а1г а ()),

где

cos ij) =  cds 0 cos 0' 4- sin 0 sin 0' cos (ф — ф'), 

F (r, r', ax, a0) =  /(r) — f(r'),

(15)

(16)

/ (r) =  l у  ex +  ex- v a l  — — ex dr. (17)

В (17) и a 0 рассматриваются как постоянные, а в (15) и a 0 суть 
функции, определяемые отношениями



При х — х' легко видеть, что а =  О, G =  0. При замене [х -> х\ х' х, 
имеем

t j - b f ,  у-ьтйр, Г -*Т ', '

. f  -> t  , г' -+ Г , . <

при этом как видно из (18) и (19), а 0 —>а0, a t - > — а г и, следовательно, 
а - » — а и G -> G . Отсюда следует, что соотношения (14)— (19) определя
ют мировую функцию.

В дальнейшем мы в качестве опорной точки выберем точку 
* '= 0  (г' =  0, Г = 0 ) .  Однако для этой точки система координат (11) 
неудобна, поскольку detllg^v 11=0 в этой точке. Перейдем в точке х' 
к декартовым координатам х а.

х'° =  f  х'х =  г' sin 0' cos q/ х'г =  г' sin 0' sin ф' х ' 3 =  г' cos 0'. (20)

То обстоятельство, что индекс берется в системе координат х а будем 
обозначать чертой г над соответствующим индексом. Поскольку 
е% | г=о =  1 (см. [6], § 96), то для х'—О имеем

■а' В ' —g'

В  силу (9) и (14)

h' 0 0 0

0 — 1 0 0

0 0 — 1 0

0 0 0 — 1

h' — e~ v — (21)

n  v — „ а  v' , i•I =  —  и  f f  — (J., а -r  g  - f a a - f f!V. ца о f*- a s  1 [ia б

a-? =  д — а ,  а =  d— a a  a  ’  (j.a' а '  (л..

(22)

Вычисляем из (14) — (19), (21), (22) P .̂v. Полагая x' = 0  и, следова
тельно, щ  =  0, получаем

h' (аЛ00 — ао)

0

0

h' е 1 а п (sA00h ■

а 0В—— 5 COS ф
V  Y 

— ab' S sin ф 

а Ь'С COS ф

а 0В—— вБШф 
Ь' Y

a b's COS ф

ab'c sin ф

bb
— S COS ф — D

bb'

OoB_c
b'

0

— cb's
\

e 2
bb'

Первый (нижний) индекс нумерует строку, второй (верхний) — стол
бец, причем применены обозначения:

В  =  b ' 2 — o A Ji' , h =  е -\  h' — e~ v , b =  "V~ 1 +  a l e~ ‘ »
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V Vi -f- a20 e~ ''' , s =  sin 0, с =» cos 0, Л00 =  (Л00)- (23)

A00
dff(r)

da2Q
D  =  aal A00fi'h — b2b12.

Штрих означает, что значение функции берется в точке х'. _
Дальше нас будет интересовать только поведение и дуР ’̂ , 

при больших г, поскольку интегрирование в (5) проводится по бесконеч
но удаленной сфере r = r 0, r0 -> °°). При этом мы будем полагать,
что t —f  и, следовательно, ао =  0. При а̂  =  0 и t =  f  (ао=0) в силу (12), 
(15) и (23) для больших г имеем

а -= г \- ad -\- ар,

А90 Г -1------- 0 d
2

aq, (24)

где d = ln (r /R ) , jо и q — некоторые постоянные, зависящие от выбора R. 
Далее все расчеты будем производить, разлагая все величины в ряд по 
степеням малой безразмерной величины |=а/2г. Наличие при этом 
больших или малых множителей вида г п или г ~т не должно нас сму
щать. Эти множители обусловлены тем, что мы работаем в сферической 
системе координат, где некоторые компоненты стремятся к беско
нечности при г —> °°, а соответствующие компоненты g*17 стремятся к 
нулю при При этом различные компоненты g n 4 имеют разную
размерность, что приводит к тому, что разные QjjY будут иметь также 
различную размерность, j В окончательном результате множитель ви-

03
да г ~ т будет один и тот же у всех величин Щ' . Это следует из сооб
ражений размерности. Указанные соображения оправдывают пренеб
режение величиной множителей вида г" и г~ т при разложении по сте
пеням I.

При ai =  ao =  0 из (22) и (24) имеем с точностью до 
выражения:

да0 
дг

следующие

°А00

д (сА<10)

1 +  2| (4- d  +  р — q), 0,
дз

~д7

дг
=  —  (d — \р — q — 1), 

г

да
~dt

=  0, д Мор) 
dt

=  0 ,

дар
dt

Ь±

1 + 1 ,

“ ----- — (1 — 2 ^  +  2^ ),
г

b ' =  1, D — — 1.

Вычисление по фор|муле (10) для больших г и ai =  ao =  0 с точ
ностью до £ дает:

cos 0 

sin 9
J_ 
гг!з= — о

(d — p +  q — 1);, Гп 

I d  — 2 lp  +  Q, Гп =  — sin 0 cos 0,

Г 23 rg o =  —  ( 1 + ^ . S), (25)

p3
1 22

Гц — i— r sin2 0(1 -j- d̂r -j- 2 \p 

: - / - ( l + U + 2 | p - l ) ,

■Ю.
p з _
i- 33 —  —
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где
 __ 5АГ — 1 2q . ! 2h'p

~~ h' — 1 ~  h' — l h ' ~ l ‘

Остальные Грт равны нулю. При этом для Р— имеем с точностью до

=  +  (1 +  2?d- 2 | р  +  25?),

Р-Г-‘ “ — ^ - (  \ - l d - 2 t p ) ,
г  sin 0

р  2 =  сгебсюф (1 _  ^  
г

Р—у =  (1 — 5) sin 0 cos ф,

<26>
п  ■ 2 COS 0 S ill Ф /1 & j  \ ,
р -2'. = ------  — - ( ! —  I d  —  21р),

Рф^ =  (1 — £ )s in 6 sn ^ ,

рф3 =  (1 — £)COS0.

Остальные компоненты р £  равны нулю.
Для скобок Кристоффеля д л я  больших г  имеем с точностью?

до I  (см. [6], § 96):

о £ 1 cos б 1 1
Тоз =  ----, Tl2 =  “T_ r» Т13 = — ,г sin 0 г

Til =  — sin 0 cos 0, т!з =  — , Too =  — , (27)г г

Тп — — г sin2 0(1 — 2|), Т22 — — r (l — 2|), T®3 =  _ J _ .

Остальные Ypv равны нулю с точностью до |. Из (1), (25) и (27) для 
относительного гравитационного поля при больших г получаем с точ
ностью до I:

Q03 — -------   (̂ d —  р q -— j , Q 13 =  ■—  (d-\- 2p —  1),.

< & = - L (d +  iP — l). <$> =  -  —  f l  +  J V S . - - i i - g ) ,  . ((28)r  r \  h' — 1 J

Qn =  %{d-J- 2p  -f- 1) г sin2 0, Q22 =  (d 2p -f- 1).

Остальные QpT равны нулю с точностью до Из (28)i видно, что все 
QpY, кроме Qoo, суть величины порядка |.
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Теперь, используя соотношения (5), (6) и (4), [можно вычислить Р-|ч 
В качестве поверхности а выберем сферу радиуса. r 0 (t =  t', г =  г0, г0 оо). 
Для Рог получаем согласно (5)

2~ тс
Pg7i=  lim Г Лф Г Л Я ^  ro sin QdQ.

го*™ X к !
(29)

При этом из (26) следуе|г с точностью до £:

Я ^  =  — Я{*О ft, 0;,

„ 0 3  SUljcp „ 0 3  , COS b COS Cjj> гтОЗ , . А ж  ггО;п.—., — ---------------------------- — Я 1 -j------- г П 2 -р sin О cos ф Нз
* г  sin  в г

д в  =  доз +  sin 9 sin дЮ ̂ г sin 0 г
Я ° з -----—  Я^Ч-созОЯ^3.

03

(30)

Так как QpT не зависят от ф, то согласно (6) Яр3не зависят от q . Из (30) 
и (29) сразу следует, что Р-у — Р^, =  0i поскольку интегрирование по ф
дает для этих компонентов нуль. Для Яо3, Я^3 и H f  из (6) имеем

АЯо3 =  —н- iQl.f.~ Q Y .) ,
2х

i =  1 ,2 ,3 ,

2 %

ля? —4  (-<&?+<&• 4- <ft! -Q».2oci

1 чЗ.О - ,0 .3  ч (31)

Все Q%] в (31) порядка так как Qoo не входит в (31). Ввиду этого под
нимание последнего индекса у QjjT с точностью до Н, можно осуществить, 
рзяв g b’i в виде

5Т =

1 о 0 0
0 — r~ 2 sin-2  0 0 0
0 0 — j 2 0

0 0 0 — 1
Расчет дает

ЛЯ£3 =  ~

\ а н Т =  о, л н Т  =  0.

Из (29), (30) и (32) сразу получаем

(32)



Итак,
оо

р _  = 0  (f =  1 ,2 ,3 ) , P -g , =  е*<°> т =  4ic£»«°> J  ^ r 2dr, (33)
о

где /и— величина, которую обычно называют массой системы [4,6] и ко
торая определяет поведение g ^ при г -> оо. Для массы системы уИ относи
тельно точки л:' =  О получаем из (33)

1 у (0) у (0)
=  g * r p - )  2 =  е 2 Р-д, =  ё 2 т .  (34)

Так как ev <  1 (см. [6], § 96), то М  <  т.
Оценим g ^  для случая, когда гматерия находится в области, ограни

ченной радиусом R, причем в системе координат (11) г и =  const для r<^R 
и tl =  0 для r^ > R . Остальные компоненты t* равны нулю. В этом случае 
несложный расчет дает для г <^R.

1

з_
,  =  1 — е'Ю =  (1 — оIR) 2 . (35)

(1 — a/R) 2

Для большинства тел гравитационный радиус а на много порядков 
меньше размеров тела R. В этом случае из (33) — (35) следует, что 
е^°У ̂  1, Рц, ~  т, М ^  т, и наш результат совпадает с результатами 
других авторов (см. [4, 6]), отличаясь от них лишь тем, что Рр, — истин
ный, а не аффинный вектор.

Результат [4, 6} имеет еще один слабый пункт. Согласно [4, 6], пол
ная масса системы т  зависит только от величины компонента и не 
зависит от величины гравитационной постоянной %. Иными словами, 
включение или выключение гравитационного взаимодействия никак не 
влияет на полную массу системы, в то время как в теории Ньютона 
включение гравитационного взаимодействия при неизменном тензоре 
энергии-импульса уменьшает полную энергию, и следовательно, полную 
массу системы. В нашем случае из (34) и (35) видно, что при включе
нии гравитационного взаимодействия полная масса М и полная энер
гия P q. относительно точки х ' =  0 уменьшаются, что качественно совпа
дает с результатом ньютоновской теории. Количественного согласия нет 
ввиду относительности массы и энергии.

Оценим знак относительной энергии гравитационного поля для 
случая, когда материя находится в области r < R ,  причем t°Q =  const для 
r < R  и = 0  для r > R ,  остальные компоненты равны нулю. Сначала
найдем энергию материи относительно точки х'= 0 .  Согласно. (2) 
имеем для 4-импульса материи Р т-, относительно точки х '= 0

PrnF =  3,

Р *  -  тр-J * y . # « А - 1 Л .
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Так как g  =  — ехр (v - f  X) г4 sin2 0, $  

ностью до а/г равен

3 т 
4 nR 3 и V  Для малых г с  точ-

pj_ 0 _  J ___ 1 ; аг2

6O'.

то в силу (35) для малы]х а/Я  получаем |с точностью до a/R.

Ршр =  е- « ) т (  1 +  1 ,1 ^ -

Сравнение с (33) показывает, что энергия материи относительно точки 
■х'=0 больше, чем полная энергия относительно этой же точки. Иными 
словами, по крайней мере относительно |точки х' — О энергия гравитаци
онного поля отрицательна.

Этот результат не противоречит теории Ньютона, где энергия гра
витационного взаимодействия всегда отрицательна. Действительно, 
*если гравитационное взаимодействие выключено (д ;=0), то согласно 
теории Ньютона полная Энергия системы будет равна энергии материи 
и будет просто т. В нашем случае при отсутствии гравитационного 
взаимодействия имеем согласно (34) и (35) Р$, = М  =  т, т. е. в этом 
случае результат совпадает с классическим результатом. При включе
нии гравитационного взаимодействия согласно теории Ньютона полная 
энергия, как легко показать, уменьшаемся на величину 0,3 arn/R , что 
истолковывается как отрицательность энергии гравитационного поля. 
В нашем случае при включении гравитационного взаимодействия пол
ная энергия тоже уменьшается, т. е. качественно результат тот же. 
Количественно уменьшение будет отличафься от ньютоновского, а имен
но согласно (33) и (35) имеем уменьшение полной энергии на 1,5 arn/R. 
По-видимому, это уменьшение полной эИергии будет различно в зави
симости от того, относительно какой точки вычисляется полная энер
гия, и поэтому не следует придавать большого значения количествен
ному различию с ньютоно|вской теорией.

В заключение считан) своим приятным долгом выразить призна
тельность проф. Я. П. Тфрлецкому за интерес и внимание, проявлен
ные к моей работе.

ПРИЛОЖ ЕНИЕ

Покажем, что в силу уравнений движения; материи выполняется соотношение 

’ A  ( A - 1 ^ - 0 “ pr),ia  =  O, (36)

где

Р М 2 1 л - <А. lLm) ^  J  а<А 'Lm)

оО dL„

диI Ilia pv II a

(37)

(38)

L m — плотность лагранжиана материи. Если использовать соотношения (1) ,  (3) и 
соотношение [5]

IIР 1 тс
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и перейти в (36) от касательной производной к ковариантной, то для первого чле
на в (36) .получим

Л (А_1 (39)

где вертикальная черточка означает ковариагатную производную. Первый член в пра
вой ч аст» (39) исчезает в силу уравнений поля, а второй с помощью (37) можно 
преобразовать к виду
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(40)

Из (38) —  (40) и уравнений движения материи

следует справедливость (3 6 ), что и требовалось доказать.

Л И Т Е Р А Т У Р А




