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Введены понятия R- и |Г-областей в пространстве —  времени со сферически-сим- 
метричным пространством. В Г-области возмож на системна отсчета, в которой коэффи­
циент при угловой части в выражении для 'интервала равен -2. Исследуются свойства 
R- и Г-областей, Доказы вается, что в случае сферической симметрии возможен одно­
временный во всем пространстве 'минимум объема элементов сопутствующего, про­
странства. Устанавливаются условия нестационарности достаточно больших и плотных 
м асс. Полученные результаты) применяются для i анализа эволюции Метагалактики.

При сферически-си^метричном распределении и движения веще­
ства в любой сферически-симметричной системе обсчета можно прове­
сти пространственные сёчения ортогонально линиям времени. Тогда 
интервал запишется в виде

ds2 =  ev(r’ ̂  d\2 — ех(г>0 dr2 —• е¥Гг ̂  (d& 2 -j- si n2 0  dq>2).

Положим c =  1, k= \ ,  где &— постоянная тяготения Ньютона. Обычно 
считается, что всегда можно выбрать Ыстему координат таким обра­
зом, чтобы е ^ г' ^ —г2. Так как при преобразованиях вида r= -r[r, t), 
t =  t(r, t), 0 =  0, ф =  ф g 2\i и g 33 являются инвариантами, то для этого 
необходимо сделать преобразование координат г2 =  е 11, 0 =  0, ф=ф, 
a t выбрать так, чтобы пространственные сечения были ортогональны 
линиям времени. Однако очевидно, что координата г, полученная из 
преобразования типа г|з(г) = e ^ rJ) , мо}кет служить в качестве одной 
из пространственных координат1* лишь в случае, если линия г =  const, 
© =  const, ф =  const — времениподобна, т. е. если выполнены условия

Яоо I dr у2
g t г--------- \ ..d t .

где r =  r(t) определяется из соотношения ех'-{гЛ) =  comt, или

_^_goo_ ^  f  _£м_ \ 2 _  (JL-V , (1)
#11 ^  V #22 / \ V-' )

* Это означает, что сущ ествует система отсчета из «пробных частиц», для ко­
торых r= c o n s t , 0 = c o n s t ,  <p=tonst.



где точка означает частную производную по t, а штрих — частную 
производную по г. Таким образом, система координат с £22 =  f2 возмож­
на лишь в области пространства—времени, где выполняется неравен^ 
ство (1) *  Назовем эту область,/?-областью.. . . , .

..Если выполняется неравенство . г

то рассматриваемая координата не. может использоваться как прост­
ранственная, но может служить координатой времени, а в соответствую-

Назовем такую область Г-областью. В Г-области в любой системе 
отсчета' ё *  зависит от t. Отметим ковариантность условий (1) и (2) по 
отношению к преобразованиям, сохраняющим используемый вид d s2. 
Точное равенство -

является дополнительным уравнением к системе уравнений тяготения 
и уравнению состояния, и поэтому при произвольном (центрально-сим­
метричном) распределении и движении вещества, а также в вакууме 
не может выполняться в некоторой четырехмерной области. Это равен­
ство определяет границу между R- и Г-областями.

В дальнейшем мы будем пользоваться сопутствующей системой 
отсчета [1] и считать, что поток.энергии относительно вещества прене­
брежимо мал. Указанные выше критерии существования R- и Г-обла­
стей применимы, если ц и \\? не обращаются в нуль одновременно. 
Пусть jx =  0, |л/ =  0. Тогда из уравнений'тяготения следует (космическую 
постоянную А полагаем равной нулю)

где р — плотность, а р — давление. Следовательно, если р > 0 ,  из (4) 
следует, что и < 0 , и равенства, (я==0 и [д,7= 0  не могут выполняться одно­
временно в конечной (не бесконечно малой) четырехмерной области. 
Этот вывод справедлив и в несопутствующей системе отсчета. Можно 
показать, что из соотношений (3), (4) и (5) следует, что рассматривае­
мые точки могут находиться либо на границе R- и Г-областей, либо в 
Г-области.

Если в Г-области на некоторой сфере |я>0, то этот знак сохраняет­

ся в любой системе отсчета (если > 0 )  в некоторой области, не
зависящей от системы отсчета. Таким образом, в этой области коорди­
натные сферы всех систем отсчета расширяются. В вакууме, так же как 
и при наличии вещества, могут существовать системы отсчета, в кото­
рых имеются сферы, на которых |/=0, \л" 35 0, а также сферы, на

* Как будет показано ниже, уравнения тяготения не допускают немонотонной

(2)

щих областях пространства — времени возможна система с e v,= ty (t).

(3)

(4)

(5)

которых |.i' =  0 и [х =  0.

зависимости £ 22=^22 ( 0  при
d g 2 2  ___  Q

dt
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Отметим также, чтб при осуществлении указанной в [2] возможно­
сти ослабления гравитационного поля шара необхэдимо, чтобы некото­
рые элементы экранирующего вещества лежали в Г-области. Оценка, 
проведенная в предположении однородной плотности этого вещества, 
показывает, что для сфдания (в смысле задания начальных условий, 
а не физического процесса) экрана, существующего один год, нужна 
масса 2 • 1046 г. ■■ ■

Существование ^-области очевидно (например, при статическом 
распределении вещества). Возможность существования Г-области в 
вакууме и в присутствии вещества доказывается следующими двумя 
утверждениями.

В вакууме в системе координат Леметра [3] (см. также [4] и [5]) 
область 0 < У  2 т (г— £)< 1  является f -областью. Действительно, как 
показано в [6] и [7] в этой области (внутри сферь: Шварцшильда) воз­
можна система с e^=¥t2. В самом Деле, пусть = t 2, Тар =  0. Тогда 
уравнения Эйнштейна Сведутся к следующим уравнениям:

- г *  ( v +

/' : v 1 \ 1

I.jf t2 J 72

v 2 ч'Х' \ i__ о—v
2 ! 2 J

---
2

8 кТ\ =  О,

л +

_  8 т,Tj =  — 8-Гз =  О,

) -

4 +  4- 
t t2

+  - i t  =г — 8тгГо == О, 
f2

— е =  8 пТ10 =  0.

— 1 е'~ 2 m 
?

1.

Решая эту систему, получаем

Область, где применимо это решение не охватывается системой отсчета 
Шварцшильда. Эта область лежит, есди можно так выразиться, внутри 
сингулярной сферы ТЩарцшильда.

ме возникает, Мапример, когда радиус сжимаю- 
ся меньше (кай принято говорить в тг.ком слу-

Пусть р==0. Обозн

Г-область в вакуу 
Тцегося шара становит 
чае) его гравитационного радиуса (см. в этой связи [8]).

ачим е ^ 3 =  R. Т|0гда: 1) если при

t =  t0 l i m (r, t0)~ c o  и для г >  г0, р 8 ItR*

где А= с о п st >  1, то вс 
to  лежат в Г-области; 
что точки г2, 0 < t — t2<  
р =  0 из решения Толмана

ёгда существует; г такое, что точки системы r > r i ,  
2) для каждого 'r~ r 2 существует U и U такие, 

лежат в Г-области. Действительно, в случае 
[9] следует i

v == 0, 'ех = (RT 
1-1-/(г)

&2 =  /(г) +
F  (г )

(6)

8тсо . F ' ( r )  

"■ R'R*
(7)
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тде f  и F  — произвольные функции г (см. [8]). Из соотношений (6) полу­
чаем- - •

#00 _  Я2( 1 +  Л ^
Sn {Ry . ^ J L + f

ЛЛри выполнении условий 1 из (7) следует, что для достаточно большого г

—  >  1, и поэтому из (8) получаем, что <  ( — V  . Это доказывает 
Г #11 \R' ! '

первую часть утверждения. Из решения Толмана следует также, что для 
-любого г .=  г2 существует t =  t2, такое, что lim*-»+f2# (r 2, t) =  0. Это также 
приводит к неравенству (2), что доказывает вторую часть утверждения.

Покажем, используя несколько измененный «полуобратный метод», 
предложенный Зельмановым [10], что в рассматриваемом случае сфери- 
чески-симметричного распределения и движения вещества возможен 
при обычных требованиях, накладываемых на тензор энергии-импульса, 
одноврем енны й во всем  пространстве, регулярный конечный минимум 
объема1*, как в случае конечной, так и в случае бесконечной массы.

Пусть р—a (t)p ,  где а —известная функция существенно зависящая 
.от времени, и 0 <  а  -< 3. При t— t0; а = а 0, р = Л е  ~4г2 , где А—константа, 

=  г2, Я =  |и, =  0. При соответствующих допустимых значениях ао и Л во 
всем пространстве D > 0, где D  — скаляр относительной объемной де­
формации. Используя теорему Лихнеровича о существовании решения 
задачи Коши для уравнений Эйнштейна [11] в формулировке, данной в 
Ц0] применительно к полуобратному методу, можно показать, что 
в некотором интервале изменения t, включающем U, существуют реше­
ния уравнений Эйнштейна, удовлетворяющие при t — U во всем трех­
мерном пространстве указанным начальным условиям. При этом масса

М  — 4тс j’ p-j/' — g u f2dr конечна. Этим доказывается возможность одно-
о

временного во всем пространстве регулярного минимума объема для 
конечной массы.

гее —г2
Если при t =  t0 положить а — а 0, р =  ^ е^==г2, 1  =   ̂ =  0  (при

соответствующих а 0 и A D >  0), то масса данного распределения веще­
ства будет бесконечна, и применение той же теоремы доказывает воз­
можность одновременного во всем пространстве регулярного минимума 
объема для бесконечной массы.

АДля начальных условий: t —  to, а =  ао, р = ---------- , е^ =  г2, Х = [ х  =  0—
г2 +  1

получаем М  =  °°; на близких от центра расстояниях при t =  tо имеет 
место минимум объемного расширения, на больших расстояниях — 
максимум.'Этот пример показывает возможность одновременного сж а­
тия одних областей и расширения других (в моменты, предшествую­
щие to и следующие за ним). Во всех примерах при t =  t0 масса веще­
ства, заключенного внутри сферы все большего радиуса, возрастает не 
■быстрее радиуса.

Покажем, что если при t = t 0 масса M = ^ p d V  вещества, заключен-
V

* А. Л . Зельмановым [10] доказана возможность прохождения элементов объе­
м а  через регулярный минимум в неоднородной анизотропной Вселенной.
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ного внутри сферы с радиусом '/ =  J  \r — g n  dr, возрастает быстрее t
о

на достаточно большом интервале изменения I, р ' - р ' ( г )  ограничено, 
то такое распределение не может быть статическим *; а если М возра­
стает быстрее I на дост&точно большом интервале монотонного изме­
нения то элементарные объемы, деформируясь, не могут при этих, 
условиях одновременно пройти через экстремум. Действительно, пред­
положим, что при t =  t0 p ( f ) =  0, тогда и3 уравнений Эйнштейна и за­
конов сохранения следуеТ'-

Г
1 -  J  8̂тгр +  - ~ е - > 2е~к —

Выражение в фигурных

1 —
2е^2 }•

скобках больше или равно нулю. Отсюда 
совместно с результатами, приведенными в пункте 2 , вытекают доказы­
ваемые утверждения. Ответим, что если при t =  t0, }*• (г) = 0 ,  то также- 
Х(г) = 0  и если, кроме | того, имеются) значения г =  г0, при которых 
ц' =  0, то, как показано в)ыше, при г=Го |д,<0.

Рассмотрим шар, поверхность которого в некоторый момент U ле­
жит в Г-области. Покажем, что если поверхность в этот момент сжи­
мается, то она через конечный промежуток собственного времени 
сожмется в точку**. Действительно, так как вне шара в вакууме можно» 
использовать (сжимающуюся) Г-систему координат, то движение по­
верхности шара можно рассматривать как движение точек сферы в

Нетрудно показать что при указанных усло- 
конечное время данной системы обязательно 
особенности» шварцшильдова гравитационно­

го поля (см. в этой связй работу Финкелыптейна [12] и замечания об 
этой работе, сделанные в [7] и [13]). Соответствующий промежуток, 
собственного времени At т|очек сферы

|/2 _____ _̂__
At =  j  . / Г +  g nv2 dt <  At <  со,

этой системе координат, 
виях точки сферы через 
достигнут «центральной

h
о и требовалось доказать. Из дока-

лежиг

ds2 =  dt2 — R 2 {t)\(l — kr2) 
где k =  0 ±  1.

Применяя критерии (1), (2)

r — r0(t между R- и Г-обл^стями в

гп =

где v — координатная скорость, чт
занного следует, что если поверхность шара в данный момент 
в Г-области и расширяете^, то она расширяется из точки.

Предположим, что Метагалактика в настоящее время в первом 
приближении обладает сферической симметрией. И по крайней мере 
до расстояний от ее центра порядха радиуса охваченной наблюдения­
ми области средняя плотность вещества не зависит от расстояния, а 
деформация изотропна. Тогда в рассматриваемой области применима 
метрика однородной изотропной космологической модели

1 dr2 -ff г2 (dQ2 +  siri2 0dcp2)], (9>

к решению уравнений Эйнштейна
для данной модели, получаем следующее выражение для границы

этой модели: 
1

■y/H*R 2
* Утверждение, эквивалентное этом}

тонного изменения = е ^ г ^
щение).

было высказано А. Л . Зельмановым (частное сооб-

Это еще не означает, что объем ша ра станет равным нуло.

без рассмотрения возможности иемоно-
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тде Н — постоянная Хаббла. Это соответствует следующим расстоя­
ниям 1 0 :

R  arcsin

l
H  

R  In H R  +  1

V # 2̂ 2 — i ’
тощие край* 
гс:

1) если ро =  10~28 г;см 3, то /0 ~  1,7 • 103 мпс,

k  =  1 

k = Q

k  =  —  \

« (10)

.Из выражений (10) получаем следующие крайние значения /о в настоя­
щий момент при # о = 100  км /сек-м пс:

2) если ро =  10~30 г/см6; то /0^ 8 -Ю 3 мпс. '
Очевидно, что радионаблюдения позволяют фиксировать источники, 
находящиеся (при сделанных предположениях) в Т-области. Таким 
образом, если у Метагалактики есть более или менее резкая граница, 
то она должна лежать в Т-област и**. Но мьи показали, что в 
таком случае сферическая граница обязательно должна начать .расши­
ряться из точки независимо от уравнения состояния вещества и не­
смотря на возможные в прошлом большие градиенты давления. Этот 
вывод был бы применим к реальной Метагалактике, если бы в прошлом 
распределение и движение вещества было всегда сферически-симмет- 
ричным. Но, как показано Зельмановым при упрощающих предположе­
ниях [1], некоторые из наблюдаемых небольших отклонений от изотропии 
в настоящую эпоху в прошлом были значительно больше. Это приводит 
к тому, что при достаточном углублении в прошлое рассматриваемая 

■сферически-симметричная модель Метагалактики уже неприменима. 
Как показывают грубые оценки, сделанные при упрощающих предпо­
ложениях [1], быстрее всего по мере углубления в прошлое возрастает 
анизотропия деформации. В настоящее время другие факторы анизо­
тропии, влияющие на характер решения уравнений Эйнштейна, по-ви­
димому, не превышают значительно анизотропии деформации. Мы 
можем применять рассматриваемую модель только до тех пор, пока 

■отношение анизотропии деформации к самой деформации мало, и во 
всяком случае меньше единицы. Приближенные оценки, сделанные по 
ближайшим окрестностям нашей Галактики [14, 15, 16], дают для этого 
отношения значения порядка нескольких сотых. Примем, что для настоя­
щей эпохи 1

nf 4  
—  * - — ^ 0 ,0 1 ,

D 2

тде I l f  — тензор анизотропий деформации (см. [1]). Рассматриваемая 
модель, по-видимому, будет еще применима, если

п* п1ь
( 11)

и верхняя граница ее применимости определяется соотношением ,

* В случае закрытой модели (k — \) другая граница R- и Г-областей лежит на 
расстоян и и /0 от противоположного «полюса».

** При этом из результатов пункта 5 следует, что М етагалактика не может быть 
статической.
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nf.tr
D*

Из приведенной в [1] оцёнки мож
1II* 4

D2
При этом 

Для k =  — 1

(1 —  cjos S)2 sin2 $

но получить (при р —0), что для k= \  

t =  K ( t — sin l), К  =  const. (13>

(1 — co st)3

D 2
. — 4̂. .

1
( c h | —  1)

Из решений уравнений
(ch

И  о =  100 км /сек ■ мпс и ()= 10~ 28
было 4 ,3 -1 09 лет назад,
применимости рассматриваемой
нию (12), отстоит от нащей эпох 
применима на протяжении пос 
вует (11). Для плотности р из (14) 
во втором случае р ^ 40  р0. Для 
по теории однородной изотропй
Метагалактики оказывается равны

верхней границы применимдля
Л ^ 7 - 1 0 9 лет и р ^ 3 5 р 0. Для Относи!
деформации, даваемой (11), пол}

Таким образом, если сделана 
ходим к выводу, что последний 
лась. Для заключения с характе 
однородная изотропная модель н 
ства 5 млрд. лет назад была ср 
ной средней плотности вещества.
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