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О РАСЧЕТЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО ВОЗБУЖДЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ 
НА ЧАСТОТЕ ИЗМЕНЕНИЯ ПАРАМЕТРА 

Рассмотрены особенности паrраметрическоrо возбужде!l'ИЯ колебаl!l·ий с частотой, 
·раrвной частоте язменения па•раметра, и показано, что .небольшая модификация м.е­
тода медленно меняющюкя амплитуд позволяет применить его для расчета уело.в."И il 
возбуждения ·И О'!!lределения ширlfНЫ области допук:гимых уклОl!lений собственной 
частоты •возбуждаемой системы от ·частоты .изменения параме11ра. 

1. Как известно, в колебательной системе при периодическом изме­
нении одного из энергоемких параметров возможно параметрическое 

возбуждение колебаний. При этом должны выполняться определенные 
соотношения между глубиной модуляции параметра, частотой его из­
менения и затуханием и собственной частотой самой системы . 

Например, в электрическом колебательном •контуре с постоянными 
L и R и с емкостью, меняющейся по закону 

Со С=------
1 + mcos2pt 

( 1) 

возможно возбуждение нарастающих электрических колебаний с часто­
той ffi=np, если при этом удовлетворяются определенные условия, на-

1 
л агаемые на величины т и ffio2 = --

LC0 
Для случая n= 1, соответствующего первой области нестабильно­

сти решения уравнения с периодическими коэффициентами, эти условия 
имеют вид [1] 

т2 > 1682 + 4s2 

с точностью до высших степеней т, -6' и ~. 
где 

21' =_в._ . 
pL ' 

p2-w2 s = о 
р2 

(2) 

Эти же условия, полученные с точностью до высших степеней 
т и ~ из рассмотрения границ областей нестабильности решений урав­
нения Матьё, непосредственно получаются при применении к данной 
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задаче метода медленно меняющихся амплитуд (см" например, [2, 3]). 
Исследуемая система описывается уравнением 

~ + 2&х + (1 - ;) ( 1 + т cos 2't) х = О, (3) 
где т:=рt. 

При ее при·ближенном рассмотрении методом медл~нно меняющих-

ся амплитуд принимаем следующие выражения для х и х: 

х = UCOS't + vsiП't, 
х = -usiП't + VCOS't, 

(4) 

где и (т:) и v (т:) медленно меняющиеся функции -t так, ч~о u « и и v· «v 
и изменениями и и v за один период колебаний (за время т:=2n) можно 
пренебречь. 

Определяя, как обычно, устойчивость нулевого решения состояния 
покоя - и= v =О, получаем, что это состояние будет неустойчиво, если 
1 v :' -;:1-2&>0. (5) 

Это условие совпадает с условием (2) и определяет значения 
т и s, при которых для данного затухания возможно параметрическое 
возбуждение колеq~ший с частотой, равной половине частоты изменения 

параметра. 

Соответствующая область допустимых расстроек s, внутри которой 
осуществляется параметрическое возбуждение колебаний, будет 

Лs = V т2 - 16&~. (6) 

Для tl-=0 это дает Лs=m, что соответствует ширине первой области 
нестабильности уравнения Матьё (см., :например, [1, 4]). 

Как и следовало ожидать, для этого случая метод медленно меня­
ющихся амплитуд дает результаты, совпадающие с полученными из об­
щего рассмотрения задачи в пренебрежении членами порядка высших 
степеней т, {} и s и их произведениями. 

Поскольку метод медленно меняющихся амплитуд при выводе при­
ближенных (укороченных) уравнений для и и v предусматривает пре­
небрежение членами порядка высших степеней т, {} и s и их произведе­
ниями , то естественно, что этим методом в его обычной форме невозмож­
но рассчитывать условия возбуждения колебаний при п =1= 1, т. е. во 
второй и посл~дующих областях нестабильности. 

2. При общем рассмотрении линейных уравнений с периодически­
ми коэффициентами решения ищутся в виде рядов по степеням т и учет 
в решении членов порядка т и более высоких степеней т позволяет 
учесть влияние негармоничности решения (см., например, [4]). При этом 
для n=2 соответствующий член порядка т будет содержать .постоян­
ную составляющую и периодические компоненты с основной и кратны­
ми частотами. Только учет этих членов по.рядка т позволяет найти гра­
ницы области неустойчивости и, следовательно, определить условия па­
раметрического возбуждения для данного соотношения частот. Это ука­
зывает на то, что возбуждение колебаний в этом случае определяется 
уклонением формы возбуждаемых колебаний от строгой гармоничности. 
При этом на затухание (или соответственно на коэффициент глубины 
модуляции параметра) накладываются условr~я более жесткие, чем для 
случая n= 1 (в первой области нестабильности). 
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Указанные особенности параметрического возбуждения колебаний 
с частотой, равной частоте изменения параметра, могут быть рассмот­
рены с применением метода медленно меняющихся амплитуд. 

В этом случае .рассматриваемая система описывается уравнением 

х + 2&х+ (1-~)(1 +mcos't)x =о, 
где 't = pt и р - частота изменения параметра. 

Если, как обычно, принять 

х = UCOS't + tlSiП't, х = - usin 't + tlCOS't, 

то укороченные уравнения будут 

откуда 

2n 

U= -- [~x-2&x-mxCOS't]SiП'td't, • 1 s . 
27t 

о 

2n 

tl = - [~x-2&x-mxCOS't]COS'td't, . 1 s . 
27t 

о 

. 1 
и= -&u--tv 

2 "' ' 

. 1 
v=-~и-&v. 

2 

Состояние покоя и = v = О будет устойчивым, так как всегда 

Reel /- & ± +~/<О. 

(7) 

(8) 

(9) 

Таким образом, непосредственное применение метода медленно ме­
няющихся амплитуд в его обычной форме не позволяет найти условие­
параметрического возбуждения колебаний с частотой изменения пара ­
метра. 

Нетрудно видеть, что использованный вид решения (4) в даннои 
случае неприменим. Подстановка этого решения в уравнение (7) при -

водит к появлению составляющей ( 1-s)~ и в третьем члене этого урав-
2 

нения, в то время как все остальные составляющие будут осциллирую­
щими. При медленности изменения амплитуд и и v указанная состав­
ляющая не может быть скомпенси.рована за счет остальных членов. 
уравнения (7}. Следовательно, в предполагаемом решении должен быть. 
предусмотрен член, обеспечивающий компенсацию этой составляющей. 

3. В соответствии со сделанными выше замечаниями следует искать. 
решение с не осциллирующей (медленно меняющейся) составляющей_ 

Примем 

х = ucos't + vsin't + d (и, v), 
(10} 

х = -usiП't + VCOS't. 

При этом предполагается, что величина d порядка т и что произве-
д . д . 

дениями - d (и, v) и и - d (и, v) v при: выводе укороченных уравнений 
ди дv 

можно пренебречь. 
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Укороченные уравнения будут 

211 

u =- - 1-f (~-2&x-mxcos't]sin'td't, 
21t 

о 

2п 

v = - [~х ~ 2&х- mxcos't] COS't d't. . 1 s . 
21t 

о 

Отсюда получаем 

u = -&u--1-sv, 
2 

v= -1 sи-&v-m_!!_. 
2 2 

( 11) 

В эти уравнения входит пока еще неопределенная величина d(u, v). 
Для ее определения используем условие исчезновения неосциллирую­
щих слагаемых в выражении 

(1 +mcos't)(ucos't+t1sin't+d), 

т. е. требование, чтобы 

2п J (1 +m cOS't)Xd't=O. 
о 

(12) 

Это условие, очевидно, вытекает из требования отсутствия постоянного 
напряжения на переменной емкости электричес·кого контура при перио­
дическом изменении ее заряда. Наличие же постоянных составляющих 
заряда в емкости (или смещения в эквивалентной механической систе­
ме) нисколько не противоречит физическим свойствам реальных систем 
и является следствием периодического изменения соответствующего 

nараметра системы при наличии в ней колебательного процесса. 
Из условия (12) получаем 

d=-.!!!:....u. 
2 

Тогда укороченные уравнения принимают вид 

. 1 
и=-&и--tv 

2 "' ' 

· . 1 ( т2) v= 2 ~--2- u-&v. 

( 13) 

(14) 

Устойчивость состояния покоя и=v=О определяется, как обычно~ 
знаком вещественной части ко.рней уравнения 

-&-Л; 

1 ( т2) 2 ~--2-; 

откуда 

з• 

1 
--~ 

2 

-&-Л 

=0, 

(15! 
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Из ( 15) получаем, что состояние . покоя будет неустойчивым - бу­
дет иметь место параметрическое возбуждение колебаний, если 

~ ( ~
1 

._ ~) > 4&2. (16) 

Это будет иметь место для 

s2 
- т; s + 4{) 2 <о. 

т. е. при 

s1-< s<s2. 

m2 vm• sa = - . ± --4~2 • 
4 - 16 

Таким образом, · параметрическое возбуждение колебаний в иссле­
дуемом случае будет иметь место, если 

т' _ ... / т• -4~z<s< m' + ... / m4 -4~2. (17) 
4 v 16 4 v 16 

Ширина области возбуждения 

... / m' . 
Лs = v-4--16~

2 . ( 18) 

Это выражение для ~=О, т. е . для решений уравнения Матьё при­
водит к известному (см . , например, [4]) значению для ширины второй 

т2 
области нестабильности Л~= --. 

2 
Заметим, однако, что расчет, проведенный методом медленно ме­

няющихся амплитуд, дает для границ второй области нестабильности 
решения уравнения Матьё другие значения, чем те, которые получаются 
при последовательном анализе задачи в пренебрежении высшими сте­
пенями т. Метод медленно меняющихся амплитуд дает следующие 
границы области нестабильности: 

т2 
~1=0, ~2 =-, 

2 
в то время, как последовательный анализ с точностью до третьих степе­
ней т дает значения [4] 

1 S1 = ---mz, 
12 

s2 = +-5-т2. 
12 

Таким образом, при периодическом изменении емкости электриче­
ского колебательного контура возможно параметрическое возбуждение 
колебаний с частотой изменения параметра, если при этом выполняется 

условие 

т• > 4{)>2 
16 ' 

или ( 19) 
т2 >8~ 

и 

~1 < s<~z· 
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Эти условия являются более жесткими, чем условия возбуждения 
колебаний с частотой, в два раза меньшей, чем частота изменения па­
раметра. Из проведенного расчета также следует, что все вложение 
Энергии - работа сил, изменяющих параметр,- связано исключитель­
но с асимметрией возбуждаемого колебания, т. е. с наличием «постаян- · 
ной» составляющей в решении для заряда (или смещения в механиче­
ской системе). Величина этой составляющей пропорциональна. глубине 
модуляции параметра и имеет тот же порядок величины, что и т. 

4. В заключение следует сделать некоторые выводы. 
В работе показана возможность применения метода медленно ме­

няющихся амплитуд к расчету параметрического возбуждения колеба­
ний с частотой изменения параметра. 

Показано , что в этом случае вложение энергии в колебательную 
систему за счет работы сил, изменяющих параметр, имеет место лишь 
благодаря несимметрии возбуждаемых колебаний. Эта несимметрия 
может быть учтена в методе медJ1енно меняющихся амплитуд посредст­
вом добавления в отыскиваемое реш€ние не осциллирующего члена, 
имеющего тот же порядок малости, что и коэффициент глубины моду­
ляции параметра. 

В работе показано, что связь величины этого члена с амплитудой 
рассматриваемых колебаний может быть определена из очевидного 
условия равенства нулю среднего за период ·колебания значения напря­
жения на конденсаторе, емкость которого периодически изменяется. 

Расчет параметрического возбуждения электрических колебаний 
с частотой, совпадающей с частотой изменения емкости, проведенный 
указанным путем, позволил получить условия возбуждения и выраже­
ние для ширины области возбуждения. Ширина этой области для слу­
чая отсутствия затухания оказалась совпадающей со значением, полу­
ченным при вычислении ширины второй области нестабильности урав­
нения Матьё с точностью до высших степеней коэффициента глубины 
модуляции параметра. Границы этой области, полученные методом 
медленно меняющихся амплитуд с указанной модификацией, оказались 
несколько смещенными по сравнению со значениями, полученными при 

общем анализе особенностей решения уравнения Матьё. 
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