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ОБРАЗОВАНИЕ ОБЛАКОВ 

В ОДНОРОДНОЙ ВОЗДУШНОЙ МАССЕ 

Рассматривается вопрос об изменении температуры и влажности при вертикаль
ных движениях и конденсации водяного пара, приводящих к образованию облаков. 
Учитывается диффузия вомного пара и турбулентная теплопроводность воздуха. 

В данной статье решается вопрос образования облачности и изме
нения влажности температуры по вертикали в однородной воздушной 
массе под действием турбулентн·ости и восходящих токов с учетом те
плоты конденсации водяного пара. Подобные задачи, но в другой поста
новке решались А. Ф. Дюбюком (1], М. Е. Швецом [2], Л. Р. Арраго [3], 
Л. Т. Матвеевым и В. С. Кожариным [4] и другими. 

Ис'ходными уравнениями являются: уравнение переноса водяного 
пара, уравнение переноса тепла и уравнение переноса водности облака. 
Запишем эти уравнения в следующем виде: 

da = D а1а -с(а-а) +а d\пр 
dt дz2 dt ' 

dT = D д2Т + Lc (а _а) + _А_ dp • 
dt дz2 Ср р dt 

(1) 

dq д2q - дq 
dt = D дz2 +с (а-а)+ wg дz• 

где а - абсолютная влажность, Т -температура, q - водность облака, 
а - абсолютная влажность насыщения над плоской поверхностью чи
стой воды, р - плотность атмосферы, р - давление атмосферы, А - тер
мический эквивалент работы, с Р - у дельная теплоемкость при посто-

янном давлении, w - скорость восходящих токов, w к - средняя скорость 

выпадения осадков из облака, D - коэффициент турбулентности, z -
вертикальная ко_ордината, t- время, в - удельная теплота конденсации 

водяного пара, р - средняя плотность атмосферы для рассматриваемого 
е 

слоя, L= -=. 
Срр 
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ч d ln р б u 

лен а ----;~t-характеризует изменение а солютнои влажности при 

А dp 
изменении плотности воздуха, а член - - характеризует изменение 

СрР dt 
. ~ 

температуры, когда изменяется давление воздуха. Член wg - показы-
дz 

вает количество осадков, выrпадающее в единицу времени из единицы' 
объема облака. Член с (а - а) представляет среднюю скорость конден
сации водяного пара, т. е. количество сконденсированной воды в едини

це объема за единицу времени. Этот член получается из следующих 
соображений. В работе [5] показано, что скорость конденсационного 
роста капли радиуса r равна 

dm 4 D"' ( - ) -- = nr · а - а0 , 
dt 

где т- масса капли, r - радиус капли, D * - коэффициент диффузии 
в·одяного пара, ао - абсолютная влажность насыщения у по:;;ерхности 
капли, зависящая от радиуса капли и концентрации примесей. Но в дан
ной задаче считаем, что а0 =а, т. е. пренебрегаем зависимостью а0 от 
радиуса капли и концентрации примесей. Если взять средний радиус и 
среднее число капель в единице объема за рассматриваемый промежу
ток времени, то получим 

dm - -
п - = 4nrD* (а - а) п, 

dt 

где п - среднее число капель в единице объема, r - средний радиус ка

пель. Введем обозначение c=4nmD*, тогда член с (а- а) представляет 
собой среднюю скорость конденсации водяного пара за рассматривае
мый промежуток времени образования •облака. 

Для однородной воздушной массы можем принять, ~то 

да _ да _ дТ _ дТ _ дq _ дq _ О 

дх - ду - дх - ду - дх - ду - . 

Тогда система уравнений ( 1) запишется так: 

да da ""а - adlnp -+ w- =D-и·--с(а-а)+--
дt дz дz2 dt 

дТ + w ат = D а2т + Lc (а-а)+~ dp , 
дt дz дz2 срр dt 

(1 ') 

дq дq д2q - дq 
дt + w дz = D--a;_;: +с(а-а) + wgдz. 

В однородной воздушной массе можно считать, что плотность и 
давление атмсферы не зависят от времени, и тогда 

Adp Адр 
-~- = --w == -yaw 
Срр dt Срр дz 

11 

d ln р д ln р a--=a--w. 
dt дz 
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/ 

,; д ln р 
,усреднив выражение а-- и обозначив его через -k0 , получим 

дz 

а~ =а дlnp = -k
0

• 

дz дz 

Будем считать, что -ш = wq. тогда система уравнений ( 1') примет вид: 

да да D д2а --+w- = ---c(a-a)-k0w, 
at • дz дz2 

ат ат аzт -
-+w-=D-+Lc(a-a)-'\1 w 
дt дz дz2 'а ' 

дq D д2q -
-= -+с(а-а). 
дt az2 

(2) 

К системе уравнений (2) запишем начальные и граничные условия в 
общем виде 

a1t- o = fP1 (z), T 1t=o = fP2 (z), Q11- o = ())з (z), 

a/z=O = f 1 (t)' Т1 2-О = f 2 (t)' Q1z =O = f 3 (t)' (2') 

da ат дq - = ro1 (t), - = ro2 (t), - = rоз (t). 
dz /z~H дz 1z- H дz 12-Н 

Ищем решение системы уравнений (2) при начальных и граничных ус
ловиях (2') следующим образом. Умножив первое уравнение системы 
(2) на L и сложив его со вторым, получим 

д (Т 4- La) + w д (Т + La) = D д2 (Т + La) _ ( + Lk ) w. 
дt • дz дz2 У а о 

Обозначим T+L.a=P; (Ya+Lko)w=b и уравнение (З) запишется 

а начальные и граничные условия к уравнению (За) примут вид: 

P1t-o = q>2 (z) + Lq>1 (z), 

Р12-О = f 2 (t) + Lf1 (t), 

дР = ro2 (t) + Lro1 (t). 
дz lz~H 

(З) 

(За) 

(З') 

Подстановка P=ve 02- •t -Ы приводит уравнение (За) к уравне
нию теплопроводности 

где 

б-~ 
- 2D' 

w2 
'V=-' 

4D 

а начальные и граничные условия к виду 

V11-o = <Р (z). V12- o = 7 (t), 
6* 

(4) 

(4') 
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rде 

( аи + ()v) = Ф (t), 
iJz lz = H 

(jj" (z) = [<р1 (z) + LqJ1 (z)] e-0z, 

7 (t) = U2 (t) + L/1 (t) + вtJ e•t, 

ro (t) = [ 002 (t) + Loo1 (t)] е-ОН+•t. 

Подстановка v = v +-f (t) + z 00 (t) - {)f(t) 
1 
+ {)Н приводит граничные 

условия к однороднЬllм, а уравнение (4) к виду 

дv a2v 
- -D - = f(z t) (5) 
дt дz2 '' 

где 

f (z, t) = - f (t) - z w' (t) - Ft' (t) 
1 + 6Н 

Начальные и граничные услови~ к уравнению (5) будут 

V1t - o = qJ* (z), VJz- o = О, 

где 

( _!:!___ + бv) =О, 
дz lz - H 

qJ* (z) = qJ (z) - f (О) - z (;)(О) - 6f(O) 
1 + 6Н 

(5') 

Ищем решение уравнения (5) в виде суммы двух функций v=v 1+v2, 

, где v1 удовлетворяет однородному уравнению 

дv1 - D д2v1 = О 
дt дz2 

и следующим начальным и граничным условиям 

V11t- o = qJ* (z), V1 1z= O =О, 

( дvi + бv1 ) = О, 
дz lz - H 

а v2 удовлетворяет неоднородному уравнению 

дv2 - D д2v2 = f ( z t) 
дt дz2 ' 

и однородным начальным и граничным условиям 

V21t- o =О, V21z=O =О, 

( дv2 + б V2) = 0. 
дz lz= H 

Ищем решение уравнения (6) методом Фурье V1=T(t)Z(z). 
Получим 

v1 = e-D1·.H (А cos Лz +В sin Лz) . 
. 84 
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Из граничного условия следует, что А= О и частное решение имеет вид 

v1 = Be- m..•t sin /..z. 

Из условия ( 
дvi + бv1) =О получим 
дz lz - H 

где /..1 - корни уравнения. 
Решение уравнения (6) име~r вид 

оо -Dд2t 
v1 = ~ bie i sin /..iz, 

i - 1 

где bi- коэффициенты Фурье. 
Из начальных условий (6) получим 

tgЛH=- ~ 
б 

н 

4Л s [- - w (f1) - бf{О) ] 
bt = 2H'At _ s:n 2'АД ер (z) - f (О) - z 1 + бН sin /..iz dz. 

о 

Решение уравнения (7) ищем в виде ряда Фурье 

v2 = ~ vi (t) sin /..iz, 
i - 1 

(7а) 

где sin Лl z - собственные функции уравнения Z"+л2z =0. Дл~ опреде
ления vi (t) разложим правую часть уравнений (7) в ряд Фурье по 
собственным функциям 

f (z, t) = ~ ai (t) sin f..iz, (7Ь) 
i - l 

где al(t) - коэффициенты Фурье . 
Подставив выражения (7а) и (7Ь) в уравнение (7), получим 

00 00 

~ [v; (t} + DЛf vi (t)] sin /..iz =- ~ а1 (t) sin /..tz. 
i - l i - l 

Приравнивая коэффициенты при sin Л1 z, получим линейное уравнение 

v; (t) + DЧ v1 (t) = at (t}. (8) 

Найдем ~начальное условие для уравнения (8), используя при этом 
начальное условие уравнения (7'), тогда получим 

О = ~ ·vi (О} sin f..1z, 
i - l 

но так как sin 'J...iz =1= О, то V1 (О) = О. 
Решение уравнения (8) примет вид 

S
t m.?<~-t> 

v1 (t) = а1 ('t') е ' d't'. 
о 

Найдем коэффициенты Фурье ai ('t') 
н - -

4Л1 s [ - (J)' (т) бf' (т) J a1('t')= -f'('t')-z - sinf..zdz= 
· 2Ю'1. - sin 2ЛtН 1 + бН 1 

о 

"! 
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= _ 4. (7' (i:) + ffi' (t) sin l.iH ) • 
2Нf.1 - SШ 2f.1H l.1 

Следовательно, решение уравнения (7) имеет вид 
00 t 

Vi = _ ~ 4sin ~/Z s [r (i:) + ro' (t) sin 1.1Н 
~ 2НЛ.1 - SIП 21.1Н Ai 
1- 1 о 

а решение уравнения (5) запишется, как сумма реmений v = v1 + v2 

н - -

S [<Р ( z) -Т (О} - z (J) (О) - бf (О) J siл Л. .z dz -
1 +6Н ' 

о 

Обозначим 
4 

-----=а .. 
2mi - sin 2ЛД ' 

~· Решение уравнения (За) запишется 

р = - Ы + &z {t2 (t) + Lf1 (t) +z[(J)2 (t) + L(J)1 (t)] г;:-6~[f2"(t) +Lf1 (t) + Ы] + 
(, 

00 2 н 

+ I aлe-<·+Dl.i)t sin л.1 z s [ ('1'2 (z) + L<pl (z)) е-6Н - U2 (О) + Lf1 (О)) -
i= 1 о 

(~2 (О)+ L(J)1 (О)) г6н - 6 Ч2 (О)+ Lf1 (О)) J . ~ d (l8a) -z ilПl'v.Z Z-
1 +6Н ' 

00 t 

- ~ a1e-<•+шf>t sin Л.1z S [ (f' (t)+Lf; (t) + Ь) ev'+ {f 2(t) + Lf1 (t) + lrr) vev' + 
i - 1 о 

((J); ('t') + L(J); ('t')) e-r.н+vt + ((J)2 ('t) + L(J)1 (т)) vг6H+vt . ~ ] vл~, } + SIП ""tH е ' dt . 
Л1 . 

i . 
Обозначим правую часть решения (Ва) через µ (z, t), тогда 
;· " 

Р = µ (z, t) 
или 

Т + La = µ (z, t). (9) 

Так как конденсация водяного пара в атмосфере происходит в ин
тервале температур ниже 00, то абсолютную влажность насыщения 
можно представить, как функцию, линейно зависящую от температуры 

а= ао (1 + аТ), (9') 

где а0 - абсолютная влажность ~насыщения при температуре 0°. Под
ставим во второе уравнение системы (2) значения а и а из (9) и (9'), 
тогда уравнение примет вид · 

дТ + ro _ат = D iJ2T + Lc [ µ (z, t) - т - а0 ( 1 + а.Т) J - у w 
дt дz дz2 L а ' 

86 



или 

ат + w ат = D д2Т - ~т + G (z, t), 
дt дz дz2 

(10) 

где 

~ = с (1 + La0a), G (z, t) =сµ (z, t) -Lca0 -yaw. 

Начальные и граничные условия для уравнения (10) следующие: 

T 1t=O = <р2 (z), T1z - o = f2 (t}, (10') 

дТ 
- IZ=H = (i)2 (t). 
дz 

Подстановка Т = u&z-v't, где б = ~, v' = ~ + ~; 
2D 4D 

приводит уравне-

ние ~10) к виду 

дu - D a2li ·= t (z t) e-6z+v·t 
дt дz2 "'' ' 

а начальные и граничные условия (10') к виду 

U11 ~0 = \Р2 (z}, U1z - o = ~ (t}, 

где 

- + би = ro2 (t}, ( дu - ) -
дz lz - H 

<Р2 (z) = q>2 (z) е-62 , f2 (t} = f 2 (t) ev't, 

W2 (t) = ro2 (t} e--6H+v•t. 

(11) 

(11 ') 

П~эиведем граничные условия ( 11') к однородным при помощи следую
щей подстановки 

и= и +-t (t) + z ro2(t)-6'2(t> 
2 

1 +, бН ' 

тогда и уравнение ( 11) преобразуется к следующему виду: 

ди д2и - -D- = <p(z t) (12) 
дt az2 '' 

где 

оо' (t)- бt; (t) 
<р (z, t) = ~ (z, t) e;-6z+v·t - 7; (t) - z ----

1 + бН 
а начал ьнЬDе и граничные условия запишутся 

U1t -o = <р; (z}, U1z- o = О, 

. (_!!!.__ + би) = О, 
дz lz=H 

где 

• ( ) - ( ) -1 (О) 002 (О) - бf2 (О) <р2 z = <р2 z - 2 -z---~~ 
1 +бн 

(12') 
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а решение уравнения (12) имеет вид, аналогичный виду решения урав
нения (5), т. е. 

Тогда решение уравнения (10) примет вид 

~ н 

{ 
ro (t)г6Н -6/ (f) '\"1 -(v+vл2 )t s [ Т = &z f 2 (t) + z 2 

1 
+ 6Н 

2 + ,i..J ап!..пе п sin Лп z <p2(z) e-6z_ 

n = I О 

f (о) 0>2 (О) Г6Н - 6/2 (О)] . ~ d 
- 2 - Z SIП д Z Z -

1 -t 6Н п 

~ 2 t 

- ~ Qne -(v'+DЛn)f siп Лпz s [и; ('t) + f 2 ('t') v') е"" + 
п- 1 О 

Обозначим правую часть р~шения ( 12а) через 0 (z, t) 

Т = 0 (z, t), 

тогда 

µ (z. f) - 0 (z, f) 
а= . 

L 

(12а) 

(126) 

(12в) 

Подставим вместо а и Т в третье уравнение системы (2) их выражения 
(126) и (12в), тогда уравнение примет вид 

~ - D д2q = с [ µ (z, t)- 0 (z. t) - ао (1 + а0 (z, t))J ' 
дt дz2 L 

или 

дq D д2q ) -- -= YJ1 (z f 
дt дz: ' ' 

(13) 
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где 

ТJ1 (z, t) =с [ µ (z, t) ~ е (z, t) - а0 (1 + ае (z, t))] . 
В уравнении (13) начальньtе и граничные условия следующие: 

qlt- o = <J>з (z), ( 13') 

~ = ro(t). 
дz iz - H 

Приведем граничные условия к однородным при помощи следующей 
подстановки: q = q1+fз(t)+zw3 (t), тогда уравнение (13) преобразуется 

(14) 

где 

Т] (z, t) = Т]1 (z, t) - t; (t) - zro; (t), 

а качальные и граничные услозия запишутся 

q1ll =O = <J>з (z), q11z-o =О, (14') 

~ =0. 
дz lz - H 

Решение уравнения (14) имеет вид, аналогичный виду решения урав
нения (5), поэтому по аналогии запишем 

-DЛ~t 
е 1 siПAjZ 

Л1 

00 2 н 00 

2 ~ -DЛ.t . ~ r- ( ) . ~ d 2 ~ q = - .l..J е 1 sm ,., iz ср3 z sш ,., iz z - - .l..J 
н . н 

f = l о f = l 

х 

н · , 
2 

оо 
2 

tн 

х .r [ [; ('t) + (- l)i+l (J)~~'t)] eD"i' d,; + ~ Le-DЛ/ siп лi z 5 5 [µ(~ т) -
о J j = l о о 

-( + + аоа) 0 (z, ,;) - а0 J ev+ siпЛidzd,;, 
а в первоначальных переменных запишется так: 

00 2 н 

q = / 3 (t) + zro3 (t) + ~ L е-DЛ/ siп Лiz S [<р3 (z)-/3 (0) - zro3 (0)] siп Лiz dz-

i = l о 

- i: е -DЛJ~~n AjZ s [t; ('t) + (- l)j::(J); (,;) ] eDЛJ' d't + 
i - 1 

оо 
2 

tH 
2 

+ ~ L e-Dлit siпЛiz J 5[µ (~ т) -( + + а0а) 0 (z, ,;) - ао J emi' siп Лiz dz d't. 

i - l о о 

Полученное решение системы уравнение (2) при самых общих 
начальных и граничных условиях дает возможность определить значе

ния абсолютной влажности, температуры и водности облака в зависи
мости: от времени и высоты. 
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Рассмотрим частный случай. Пусть распределение абсолютной 
влажности по высоте в начальный момент времени подчиняется форму
ле Накоренко aoe-kvz, где ао - абсолютная влажность у поверхности 
земли, у- вертикальный температурный градиент, значение k дано 
в работе [6]. Будем считать, что температура в начальный момент вре
мени распределена по высоте по линейному закону, т. е. Т = То -yz. 
Граничные усл·овия у поверхности земли принимаем следуюшие : 
a1z- o = ао, T1z- o =То, qlz-o =О, где а0 ,Т0 -постоянные величины. Вто
рые граничные условия задаем на тропопаузе, причем считаем, что 

'l. 

5 z 

" 5 

3 

з 

2 
2 

f 

() 
45 , 

i -М -30 -20 -!О О 10 20 Т 

Рис. Рис. 2 

между тропосферой и стратосферой отсутствует тепло- и влагообмен, т. е. 
~ ~ . 
-- =О; - = О, а также считаем, что в начальныи момент 
дz lz-H дz lz-H 
облака отсутствовали. 

При вычислениях по ранее приведенным формулам достаточно огра
ничиться тремя первыми членами ряда. Расчеты, произведенные при 
следующих числовых данных: D = 105 смZ-;сек, у= 0,7 · 10-4 град/см, 
ky = 5 · 10-u см-1, Н = 106 см, Т = 10°, а0 = 5,6 · 10-6, г/сл~з, n=200 см-3, 

r = 5 · 10-4 см, D* = 0,2 см2/сек, р = 0,85 · 10-з г/см3 , а0 =4,85. 10-5 г/смз , 
а= 0,04 град-1 , L = 2,5 · 106 град;см3/г, иллюстрируются следующими 
графиками. 
. На рис. 1 по оси абсцисс отложена водность облака в. г/м3 , а по 
оси 'Ординат высот~ в километрах. 

На рис. 2 по оси абсцисс отложена температура в градусах Цельсия, 
а по оси ординат высота в километрах. 

На рис. 1 кривая / изображает водность облака, образованного 
через 18 часов под действием турбулентности при коэффиuиен
те D = 105 см2/сек в отсутствии восходящих токов, при относительной 
влажности у поверхности земли 60 % . Кривая 11 на этом рисунке изобра
жает водность облака, образованного под действием турбулентности 
и восходящих токов при скорости w = 2 см/сек и относительной влаж
ности у поверхности земли 60 % . 

Из рис. 1 видно, что при данных значениях коэффициента турбу
лентности основную роль в образовании облаков играют восходящие 
'ГОКИ . При относительной влажности 50% у поверхности земли под 
действием турбулентности за время 18 часов облака не образуются. · 
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На рис. 2 кривая 1 изображает распределение температуры в атмо
сфере в начальный момент времени, а кривая 11 изображает распреде
ление температуры через 18 часов при наличии турбулентности и отсут
ствии восходящих токов. На этом же рисунке кривая 111 изображает 
распределение температуры через 18 часов при наличии в атмосфере 
турбулентности и восходящих токов. Из рис. 2 видно, что в области 
образования облаков температура повышается за счет теплоты конден- ' 
сации водяного пара на 1-2°. Поскольку образование облаков в основ
ном происходит при отрицательных температурах, изменение темпера

туры на 1-2° ничтожно влияет на водность облака . Поэтому при 
решении подобных систем уравнений уравнением переноса тепла можно 
пренебречь и считать, что температура в атмосфере задана. 

Пользуясь случаем, выражаю искреннюю благодарность проф. 
А. Ф. Дюбюку за помощь, оказанную в выполнении настоящей работы. 
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