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Показано, что общий принцип относительности может быть сформулирован в 
форме, аналогичной форме специального принципа относительности, т. е. как инва
риантность метрического тензора плоского пространства Е х', касательного к прост

ранству - вре~1ени в точке х', относительно некоторой 1 4-параметрической группь1 

преобразованиi'1. При этом специальны!~ принцип относительности является частны\1 
случаем общего принципа относительности. 

В работах [1 -3] нами предложен новый подход к описанию гра
витационных явлений, а именно было предложено описывать гравита

ционное поле не с помощью скобок Кристоффеля, а с помощью так 
называемого относительного гравитационного поля. Относительное 
гравитационное поле представляет собой гравитационное поле в точ
ке х по отношению к произвольной опорной точке х', где гравитацион
ное поле равно нулю. Математически оно определяется следующим 
Qбразом : в кривом пространстве - времени V4 выбирается некоторая 
система координат К и некоторая опорная точка х'. Далее вводится 
плоское четырехмерное пространство Е х' , касательное к V4 в точке х'. 
Затем V4 отображается на Е х' так, чтобы геодезические в V4, прохо
дящие через точку х', отображались в прямые в Ех' , проходящие через 
точку х', и чтобы углы между этими геодезическими в точке х' и длины 
их не изменялись при отображении. При этом система координат К 
в V4 отображается в систему координат Кх' в Ех' , и координаты ха 
нумеруют как точки пространства V4, так и точки пространства Ех', 

Пусть gµv (х), 'Ygy (х) и Gµv (х, х' ), rgy (х, х') суть метрические тензоры 
я скобки Кристоффеля соответственно в V 4 в системе координат К и в Ех' 
в системе координат Кх'· Условимся обозначать прописными буквами двух-
1'Очечные величины, а строчными - одноточечные. Тогда, по определению, 
.относительным гравитационным полем будет тензор 

Qgy (х, х') = 'Ygy (х) - rgy (х, х')- ( 1) 

Относительное гравитационное поле является тензором, точнее двух
точечным тензором (двутензором). Это дает ему ряд преимуществ 

перед нетензорной величиной rBv. Для задания относительного грави-
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тационного поля при заданном V4 нужно задать способ рассмотрения_ 
Под способом рассмотрения. понимается совокупность системы коор
динат К и опорной точки х'. При изменении системы координат, июr 
опорной точки, или того и другого вместе меняется способ рассмотре
ния. Заметим, что мы можем независимо из.\fенять систему коорди.нат 

и опорную точку. При преобразованиях коор,Jинат Qgy ведет себя как: 
тензор и, следовательно, если в какой-нибудь точке Q~v+ O, то ника
ким преобразование 1 координат нельзя обратить Q~y в нуль в этоii 
точке. Это очень удобно и означает, что поле Qgy в отличие от полн-
а 

Увv является локализуемым, точнее локализуемым относительно дан-

ной опорной точки. Однакс, если нельзя обратить Qgy в нуль в неко
торой точке преобразованием координат, то это всегда можно сделать. 
преобразованием способа рассмотрения, для этого достаточно выбрать 
эту точку за опорную точку. Действительно [4], 

(2) 

Таким образо:\1, несмотря на тензорность относите.1ьного гравита
ционного поля принцип эквивалентности выполняется. Это достигаетсн 
обобщением способа рассмотрения: обычно способ рассмотрения опре
деляется только заданием системы координат, в нашей работе он 
включает еще задание опорной точки. В соответствии с этим преобра
зование способа рассмотрения не сводится к преобразованию коорди
нат, а включает еще преобразование опорной точки. 

В настоящей работе мы используем аппарат относительного гра 
витационного поля, чтобы получить координатные условия для нор~1а.1ь
ных координатных систем и сформулировать общий принцип относи
тельности в форме инвариантности относительно некоторой группы 
преобразований. 

Как известно [5]. уравнения тяготения Эйнштейна, являясь обще-
ковариантными, могут быть однозначно решены только в том случае ,_ 
если фиксирована система координат, т. е. если заданы 4 нековариант
ных условия, которым удовлетворяют компоненты gµv. Этн координат
ные условия являются принципиально нековариантными и задаются с 

большой степенью произвола, при этом всегда следует иметь в виду 
возможную несовместимость координатных условий с уравнениями· 
Эйнштейна. 

Мы подойдем к вопросу о координатных условиях следующим 
образом. Задание системы координат в V4 означает задание системы 
координат в Ех' и наоборот. При этом, если фиксированная система 
координат в V4 имеет не очень ясный физический смысл, то, наоборот, 
фиксированная система координат в плоском пространстве Ех· имеег 
впо.пне определенный физический смысл ввиду существования в п.1ос
ком пространстве Ех· класса галилеевых координатных систем. Фик
сировать систему координат в Е х· · означает задать значения Gµv как;: 
функции х для данного фиксированного х'. Разумеется, что при это\\ 
Gµv должен быть метрикой плоского пространства. Заметим, что за
дание значений G µv отt1юдь не определяет систему координат одно
значно, так как Е х· обладает 1 О-параметрической группой движениii. 
Таким образом, система координат в Ех' определяется с точностью до 
преобразования Лоренца. Воспользуемся тождеством [4] (формула 
(4, 12)) 

{gµv (х) - Gµv (х, х')} Gv (х, х') = О, (3) 
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где 

д 
Gµ = -G 

дхµ ' 
( 4)1 

а G = G (х, х' ) есть мировая функция Синга [4, 6], определяемая. как поло
вина расстояния между точками х и х' , причем расстояние ивмеряется 
вдоль геодезичЕской, соединяющЕй точки х и х' . Соотношение (3) является 
тождеством в том случае, если G (х, х') и Gµv рассматриваются как функ
ционалы от gµv· Если же в (3) Gµv рассматривается как метричЕский тен
зор в Ех·, заданный для всех х и некоторого х', то соотношения (3) пред
ставляют собой 4 условия, накладываемые на компоненты gµv, и являются , 
таким образом , координатными условиями, причем ковариантными координат
ными условиями. 

Опуская аргументы х и х' , переписывая (3) в виде 

(б~ - Gµ~av) Gv = О (5} 

и учитывая, что для данной фиксированной точки х', наиболее общиfu 
ВИД Gµa И Gv 

дfа(х) дfР (х) 
Gµa = -- Т]сrр ---

дхµ дха 

дfа (х} 1 

Gv = дхv Т]сrр {f Р (х) - f Р (х )}, 

где Т]µv = еµбµv. е0 = 1, е; = - 1, i = 1, 2, 3 и f Р (х) - четыре произволь
ные независимые функции, получим из (5) после несложных преобразований • 

{ бt - а;:~х) gva дf;;~) Т]crv} {fv (х) - fv (х' )} = О. 

Итак, если 4 функции fP(x) заданы, то условия (6) налагают огра 
ничения на gµv и определяют систему координат в Ех· (с точностью 
до преобразования Лоренца). При этом из способа их пол учения (они 

.получены · и з тождеств (3)) следует их совместность с любыми кова 
риантными уравнениями, которым подчиняются gµv, в том числе с 

уравнениями Эйнштейна. 
В частном сл уч з е, когда система координат, гал ил еева в Ех· , по

лучаем 

Gµv (х, х') = Т]~1v, Ga (х, х') = ха - х'а, fa (х) = ха, 

при этом условия (6) дают 

(gµv (х) - Т]µv) (xv - x'v) = О. 

(7) • 

(8) · 

Условия (8) означают, что в системе координат, галилеевой в Ех· , отклоне
ние gµv от Т]µv ортогонально xv - x'v. Условимся называть систему коорди
нат, удовлетворяющую условию (8), системой координат, нормальной в точ 
ке х'. Наше определение согласуется с обычным определением нормальной 
системы координат [7] 

(9) 

Действительно, дифференцируя (8) по х"' и умножая на х"' - х'"' или 
хµ -х'µ, получаем [8] в силу (8) 

gµл - Т]µЛ = - gµv,л (xv - x' v), 

gµv .л (xv - x'v) (х"' - х' "') = О, gµv , л (xv - x'v) (хµ - х' µ) = О. ( 1 О) 
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Запятая означает дифференцирование. Полагая в соотношениях ( 10) 
xv' =0 и комбинируя последние два соотношения (10), легко полу
чаем (9). Можно показать, что условие (8) с x'v =0 эквивалентно 
условиям (9). 

Таким образом, определение (8) я.вляется несколько более общим, 
чем (9), в том смысле, что в нем, вообще говоря , x'v *О. Мы будем 
придерживаться определения (8) и будем называть системой коорди
нат, нормальной в точке х', систему координат, галилееву в Ех' , или , 
что одно и то же, удовлетворяющую (8). Заметим, что условия (8) 3 

· Отличие от (9) не содержат производных gµv и это значительно удоб
нее. Условия (8) нековариантны относительно произвольных преобра
зований координат, но они ковариантны относительно . 10-параметриче
ской группы преобразований Лоренца, что указывает на то, что они 
определяют систему координат не однозначно, а с точностью до пре

· образования Лоренца в соответствии со специальным принципом отно
.rительности. 

Итак, нормальные координаты (8) определяются как координаты, 
галилеевы в Ех' . Но галилеевы координаты в плоском пространстве 
являются выделенными, привилегированными координатами l9]. Они 
выделены как геометрически (ортогональные координаты, координат
ные линии которых являются геодезическими), так и физически, т. е. 
способом измерений. Однозначная инвариантная связь нормальных 
координат с галилеевыми координатами позволяет рассматривать класс 

нормальных координат в Ех· как класс выделенных координат, опре
деляемый геометрией пространства - времени. В отличие от !О-пара
метрического класса галилеевых координат класс нормальных коор

динат характеризуется 14 параметрами ( 10 параметров тех же, что и 
у галилеевых координат, плюс 4 параметра, характеризующие коорди
наты опорной точки). Все нормальные системы координат являются 
равноправными, поскольку в силу равноправия всех опорных точек х' 
все Ех' равноправны и равноправны все галилеевы системы координат 
в каждом 11з Е х' . · 

Таким образом, класс нормальных систем координат в V4 пред
ставляет собой 14-параметрический класс равноправных выделенных 

·систем координат. В подт.верждение этого можно указать на следующие 
свойства нормальных координат : во-первых, в случае плоского прост
ранства - времени нормальные координаты вырождаются в галилеевы, 

во-вторых, в системе координат, нормальной в точке х' (галилеевой 
а , 

1в Ех') Гriv (х, х') =0, и, следовательно, согласно (1) относительное 
а . 

гравитационное поле Qfiт равно абсолютному гравитационному полю 

-yg.., . п~:леднее утверждение можно также сформулировать в форме: 
относительное гравитационное поле совпадает с абсолютным при нор
ыальном способе рассмотрения. Под нормальным способом рассмот
рения мы понимаем совокупность опорной точки х' и системы коорди
нат, нормальной в этой точке. В дальнейшем мы будем иметь дело не 
столько с нормальными координатами, сколько с нормальными спосо

бами рассмотрения, поскольку с точки зрения относительного грави

тационного поля понятие способа рассмотрения есть более фундамен
тальное понятие, чем понятие системы координат. Заметим, что для 
плоского пространства способ рассмотрения определяется только за
данием системы координат, так как в этом случае зависимость от 

·опорной точки выпадает. Таким образом, для плоского пространства 
понятие способа рассмотрения совпадает с понятием системы коорди
нат и, в частности, нормальный способ рассмотрения тождествен гали

~ТJеевым координатам. 
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Учитывая все сказанное о нормальных координатах, мы можем 
утверждать, что в кривом пространстве V4 класс нормальных способов 
рассмотрения представляет собой 14-параметрический класс равно
правных выделенных способов рассмотрения. Наличие этого класса 

·обусловливает существование общего принципа относительности точно 
так же, как наличие кл асса равноправных галилеевых координат об
условливает существование специального принципа относительности. 

Поясним, в чем здесь дело. 
Как известно, в плоском пространстве наличие 10-параметриче

ского класса галилеевых координат индуцирует 10-пара метрическую 
группу Лоренца, при этом специальный принцип относительности мож
но сформулировать так [9]. В плоском пространстве - времен!! суще
ствует класс инерциальных галилеевых систем координат, в которых 

метрический тензор gµv имеет вид gµv = 'YJµv ('YJµv =еµбµv, ео= 1, ei =-1. 
i=l, 2 ,3), при этом gµv инвариантен относительно !О-параметрической 
группы преобразований координат (группы Лоренца). 

Аналогично в кривом пространстве наличие 14-пара метрического 
класса нормальных способов рассмотрения индуцирует 14-пара метри
ческую группу* нормальных преобразований. Нормальным преобразо
ванием мы называем всякое преобразование от одного нормального 
способа рассыотрения к другому. От нормального преобразования, ко
торое является преобразованием способа рассмотрения, сJiедует отли
чать нормальное преобразование координат. Последнее представляет 
собой преобразование от одних нормальных координат к другим, т . е. 
является преобразованием координат. 

Прежде чем сформулировать общий принцип относительности в 
форме инвариантности относительно гр уппы нормальных преобразо
ваний, сформулируем сначала специальный принцип относительности 
в другой форме. Заметим, что для плоского пространства V4 Ех' сов
падает с V4 и, следовательно, в этом случае 

gµv (х) = Gµv (х, х' ), 

где Gµv (х, х') есть метрический тензор в Ех', причем в да нном случае 
он фактически не зависит от опорной точки х'. Теперь можно сформу
лировать специальный принцип относительности. 

В плоском пространстве - времени существует класс галилеевых 
систем координат, в которых касательный метрический тензор G µv 
имеет вид G µv = 'YJµv, .при этом Gµv инвариантен относительно 10-па
раметрической группы преобразований координат (группы Лоренца). 

Отсюда легко получить формулировку общего принципа относи
тельности. Действительно, в системе координат, нормальной в точке х', 
согласно (10) имеем 

Gµv (х, х') = 'Y]µv· ( 11) 

.Это означает, что при всяком нормальном способе рассмотрения имее1 
место ( 11) и, следовательно, G µv инвариант при нормальных преобра
зованиях. Итак, общий принцип относительности можно сформулиро
вать в следующей форме. 

В пространстве - времени существует класс нормальных способов 
рассмотрения, при которых касательный метрический тензор G µv имеет 
вид Gµv (х, х') =YJ µv для всех х и некоторого х', определяемого спосо
бом рассмотрения, причем G µv инвариантен относительно группы нор
мальных преобразований. 

* См. припожение. 
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Сформулированный принцип является более общим, чем специаль
ны й пр и нцип относительности, потому, что соответствующая ему группа 
нормальных преобразований И-"1еет большую размерность (максималь
ная размерность 14), чем группа Лоренца, являющаяся подгруппой 
группы нормальных преобразований и соответствующая специальному 
принципу относительности. Кроме того, специальный принцип относи
тельности является частным случаем общего принципа относительно
сти. Действительно, для плоского V4 класс нормальных способов рас
смотрения вырождается в класс галилеевых координат, и 14-парамет
рическая группа нормальнь:х преобразований вырождается в группу 
Лоре11uа. 

В заключение сделаем некоторые замечания в историческом плане. 
Эйнштейн [1 О] первыlr сформулировал общий принцип относительности, . 
причем он понимал его как физическое равноправие всех возможных 
систем отсчета и отрицал наличие каких бы то ни было привилегиро
ванных систем отсчета. Фок подверг критике это положение и показал · 
[9], что тахая формулировка не содержит какой-либо относительности, . 
аналогичной специальной относительности, поскол ьку метрический 

тензор неинвариантен относительно группы произвольных преобразо
ваний координат, да и вообще не существует тензора (за исключением 

б~ ) , инвариантного относительно этих преобразований. Отсюда Фок 
сделал заключение об отсутствии общего принципа относительности, 
кроме того, он пришел к выводу о существовании класса привилеги

рованных систем координат. Наша точка з рения является в некотором · 
смысле компромиссной, мы признаем и общий принцип относительности• 
и существование класса при;зилегирован ных координат, причем у нас 

одно не противоречит другому, а, наоборот, одно другое обусловливает. 
Автор глубоко признателен проф. Я. П . Терлеuкому за внимани~ 

и интерес, проявленные к работе. 

Приложение 

Определим нормальное преобразование 11 покажем, что множество этих преобразо
ваний образует группу . Условимся нормальные координаты обозначать прописными• 
буквами , а тензорные индексы в нормальных координатах латинскими буквами. Тогда 
условие нор~1альност11 координат (8) перешuuется в виде 

Пусть имеется некоторая фиксированная система координат К с координатами ха. 
Связь системы кординат Х', нормальной в точке х', с системой координат К дается со 
отношением 

xt = Х' 1 - Л,i~, G/3' (х, х'), (13}, 

где Х' 1 - нормальные координаты точки х', а cf3' (х. х') дается соотношением 

cf3' = cf3' (х. х') = gf3'V' (х ') Gv, (х, х') = gf3'V' дv, G (х. х'), 

G = G (х. х') - мировая фуt1кuия Синга. Отсутствне штриха у индекса означает, чт1> · 
индекс относится к точке х, штрих у 11нде1<са означает, что индекс относится к точке х', 
два штриха означают, ч10 индеl\с относится к точке х'', и т. д. Аргументы мы будем · 

опускать в тех случаях, когда нндексы его определяют*, например, ga'/3' = ga'/3' (х') · 
Величнны /.. 113· в (1 3) суть компоненты ортонормированного репера в точке х' в систе
ме координат К, причем латинские индексы нумеруют орты репера, а греческие - ком
поненты ортов в систе~1е координ11т К. В силу ортонормированности репера имеем 

1i· 0a'(3'1k = "'ik 
"'"а'" л.13' ., ' 

ТJik = e16ik• ео = 1 , ei = е2 = ез = - 1 . (14)-

• Подробнее о формализме см. [4]. 
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Убедимся в том, что координаты Х, определяемые ( 13), действительно являются нор
мальными координатами и удовлетворяют ( 12). Для этого достаточно доказать, что си 
·<:тема координат К является галилеевой в Е х' , т. е . что 

дха дxfl 
Gik (Х, Х') = --. --k Gafl (х, х') = 11tk ( 15) 

дХ' дХ 

.Дифференцируя (13) по ха и учитывая, что [4 ] 

дaofl' (х, х') = ofl'Yoya = - Р;!: (х . х'), 

'11'де o fl'Y определяется из соотношений 

fl'Y - fl' Cl__Ga'y - /)а" Ga'y = дуда.О (х, х'), 

;а Р;!.' (х, х') представляет собой [ 4] тензор параллельного переноса в Ех· нз точки х' в 
точку х, получим 

axi = _ л.i· o fl'Yo = л.i· p ·tJ' = л.i:... 
дха ·fl' Уа ·fl' а· · а" 

Обозначим посредством л.;fl' матрицу, обратную матрице л.i:13 •• 
·fl' k· a' fl' "-i· = 1'Jik"-.a·g · 

Подставляя (16) в ( 15) и используя соотношение [ 4] 

а - G GµvG <>a'fl' - а'µ fl'v• 

;а также следующее из (17) и (14) соотношение, 

·а· ' ·fl' \. ga'fl'"'k· = 1'Jik• 
rполучим 

G1k (Х . Х') = Л;~'Gfl' yGyµGµvGvpGa'pЛ.j,~' = 1lik· 

.Это доказывает, что система координат ( 13) является нормальной в точке х'. 

116) 

(17) 

Из соотношения ( 13) вид но, что нормальные координаты Х 1 являются репернымн 
компонентами вектора - ofl' ( х, х') и инвариантны относительно произвольных преоб
разований системы координат К. Заметим, что мы нумеруем нормальные координаты 
.латинскими буквами как раз для того, чтобы оттенить эти обстоятельства и выделить 
нормальные координаты из всех остальных координат. При фиксированной системе ко

·ординат /( и заданной мировой функuии G нормальные координаты однозначно опре-
деляются задан11ем 14 величнн (Х' 1 , х'а, Л. 1(3' ), поэтому всякое преобразование от од
ной нормальной системы координат к другой может быть представлено в виде преоб-

1разования от (Х, х'а 1, f1 1
) к (Х" 1 , х''а Л. 1 ·fl"). Заметим, что выбор величин (Х ' 1 , х'а, 

.Л. 1 · (3'), характеризующих нормальную .:и стему координат, очень сильно зависит от вы
бора системы координат К. Это относится в первую очередь к координатам опорной 
то4ки х'. Н а~1 хотелось бы определить представш·ни е нормальной системы координат 
способом, не зависящим от выбора системы координат К. поэтому удобнее характери

зовать нормальную систему координат совокупностью величин (Х ' 1, yi, Л 1 ·а ) , где 
_л i·a- компоненты репера в некоторой фиксированной точке z в системе координат К, 
причем Л 1 ·а удовлетворяют условию 

лi~ТJikлk~ = gafl (z)' (18) 

,у 1 суть реперные компоненты вектора - оа (z, х') 

у1 = - л~~оа (z, х'). (1 9) 

Индексы без штриха относятся здесь к точке z, а индексы со штрихом - к точке х'. 

·ре пер Л~~ связан с репером Л.~~· соотношением 

л~~ = л~~ (z. х') = Л.i~.V~~. (z, х') Рµ~ · (z, х') , (20) 

;де-Р~~· (z, х' ) есть тензор параллельного переноса из точки х' в точку z в плоском про
•Странствс Ez, касательном к V4 в точке z. Для Р~~· имеем [4] 

p µ' · (z х' ) = - G , (z х' ) оа'µ' (z. х' ) (21) 
·V ' va ' . 
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Тензор V~~, (z, х') в (20) определяется из соотношения 

~~·, (z, х') ga'/3' (х') vf3~·, (Z• х') = Gµ'v' (z, х') . (22) 

Здесь Gµ'v' (z, х') и аа' µ' (z, х') суть соответственно ковариантный и· контравариант
ный метрические тензоры в точке х' в пространстве Ez. Легко проверить, что (14) и (18) 
эквивалентны в силу (20) - (22). 

Соотношения (22) не определяют однозначно тензора V~~" так как они представляют 

собой 10 уравнений для определения 16 компонентов V~~; . Для того чтобы сделать выбор, 

однозначным, наложим на V~~; дополнительные условия 

v~~; (z, х') = (V T )~~; (z, х') = оа'µ' (z, х') v~~; (z, х') G/3'V' (z, х'), (23)r 

(23) представляют собой 6 уравнений, которые вместе с (22) дают 16 уравнений, для оп

ределения 16 компонентов V~~·,. Величины yi и Л~~ практически не зависят от выбора 
системы координат К. а зависят только от выбора точки z (у' инвариантны по отношени1<> 
к преобразованиям системы координат К, а Лi~ зависят от характера системы координат 

только в одной точке z). По величинам у1 , Л~~ всегда можно с помощью (19) и (20) най
ти х'а и t.,i· 

·а' · 

Таким образом, 14 величин (Х ' 1 , yi, Л~~) определяют нормальную систему координат 
и всякое нормальное преобразование координат, т . е. преобразование от одних нормаль
ных координат к другим, эквивалентно преобразованию 

(x•t yi лi·) (Х "; -yi лi·) 
· ' ·а -+- t ' ·а ' 

причем связь yi и Лi~ с х"а и Л1 ~. (х") дается соотношениями 

-у1 = -Л1 · аа (z х") 
·а , ' 

лi· = лi· (z х") = ·;;_;·. (х"' vf3·~ (z х") рµ•. (z х"). 
·а ·а ' ·13 1 ·µ • ·а ' 

Отметим, что в то время как}/~. удовлетворяют соотношению 

-,,-; . -;:;k· ( " ) 
l\,·a•ТJik/\, . 13• = ga•13· х ' 

(24) 

(25) 

отличному от соотношения, которому удовлетворяют л~~" л~~. удовлетворяют соотноше

нию (18) тому же, что л~~· 
Определим нормальное преобразование координат (24) следующим образом: 

X"i = x •t + ai + ь~, yi = a~kyk + ьt, 
Jl..i· = ai· лk· 

·а · k ·а' 
(26)1 

причем a1k ограничены соотношением 
~i · i· 
a.k ТJtJa. 1 = ТJkl· 

14 величин (а1 , Ь 1, ai.i,) суть параметры, характеризующие нормальное преобразованиt
координат . .ТТегко проверить, что множество преобразований (26) образует группу, причем , 

если преобразования g1 и g2 характеризуются соответственно параметрами (а~\)• ьil)' ~!) k) 

и (а~2), ь;2), a~z) k). то произведение этих преобразований g = g2g 1 будет характеризовать
ся параметрами (ai , ьt, a~i,). и они будут выражаться через параметры преобразований g11 

и g2 следующим образом: 

i i -1\. l i. bk _l_bi 
а = a(I) 'а(2) - а(2) k (1)-У (J), 

ь ; 1 ·ьk + ьt = а(2) k (t) · (2)• (27) 

i· i· l· 
a.k = a(2)l a(J) k' 
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В явном вид(нормальное преобразование координат в силу (13), (20), (25) и (26) запишется 

Х1 ..... Х 1 = Х' 1 __ъ_ ai __ъ_ Ь 1 -аi · л.k-,тfl', (х' х" z) аа'(х х") 
т т ·k ·13 · а ' ' ' ' . 

Где /а И Ха СУТЬ фуНКЦИИ Х1 , X'i И х'а, определяемые ИЗ СООТНОШеНИЙ 

ь~ = ai ·л.k·, yll': (z х') рµ'. (z х'). {Ga (z х')- аа (z х")} 
·k -~ ·µ ' ·а ' ' ' ' 

а через т~'~· (х', х", z) мы здесь обозначили величину 

Tfl' · ( ' " ) yfl' · ( ')Рµ.' ( ') pv · ( ")' (V-1 )cr' · ( ") . а" х 1 х 'z = . µ' Z, х · V z. х . . cr" Z, х ·а" . Z, х ' 

(28) 

(29} 

(30) 

(31) 

где (V-1 )~~ ; - матрица, обратная матрице V~~·· Величины а1 , Ь 1 , aik суть параметры, ха
рактеризующие преобразование. 

Если из уравнений (29)-(31) исключить ха и х'а, то получим 

Х1 ..... Х 1 = ср 1 (Х, Х', х', Z, ai, Ь 1 , aij,), 

однако на самом деле cpi не зависят от координат х', но зависят от Х' и z. Действи
тельно, соотношения (28) - (3 l) ковариаитны относительно произвольных преобра 
зований системы координат К. В час-гности, (28) - (31) справедливы, когда система 
координат К совпадает с системой координат Х • . Тогда 

В силу (7) имеем из (29) 

Теперь для (28) - (30) имеем 

Xi ....... Xi = X'i + al + b i -a~j, т~;; (Х', Х", Z) о 1 ' (Х, Х"), 

где Х" определяется из соотношения 

Ьi = <;,V~~:(Z. Х')Р~~- (Z, Х') (Gj (Z, X')-Gj (Z, Х")}. (32) 

Теперь можно записать нормальное преобразование, т. е. преобразова ние от одного 
нормального способа рассмотрения к другому. Оно имеет вид 

XI -+ Xi = yi + al + ь~ - a~kтk; ; (Х', Х", Z) о 1 ' (Х, Х"), 

yl ..... у1 = yl + al + ьt. (33) 

где Х" определяется нз (32). Здесь У 1 суть нормальные координаты Х опорной точ
ки Х', а }ii - нормальные коордю:аты Х опорной точки Х". Мы положили здесь У 1 

= Х'' для того, чтобы подчеркнуть то обстоятельство, что Х 1 и У· являются неза
висимыми переменными и определяются способом рассмотрения. 

Проиллюстрируем разницу между нормальным преобразованием и нормальным 
преобразованием координат на простом прнмере. Пусть Аiк (Х, У) есть относительный 
тензор в точке Х, вычисленный относительно опорной точки У. При нормальном пре
nбразовании имеем 

(34) 

где в правой части равенства Х и У суть функции Х и У, определяемые из (33) . При 
нормальном преобразовании координат А1к (Х, У) преобразуется по (34), но Х и У 

суть функции Х и У. определяемые из 
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xt -. "Х_1 = yt + al + ьt - d.kт~;; (Х', Х", Z) 0 1" (Х, Х"), 

у1 ... yt = yt + al + ь~ ,___ a1.i. т k;; (Х'. Х". Z) о 1 У, Х") , 

·1где Х" определяется из (32). Таким образом, разница в том, что при нормальном пре
.()бразовании спорная точка У, вообще говоря, из!'1еняется, а при нормальном преобра-
зовании координат - нет. . 

Запись конечного нормального преобразования (33) в виде, не содержащем Х", 
затруднительна, однако дл я бесконечно малогЬ преобразования ее можно получит~... 
После расчетов, которые мы опускаем, для бесконечно малого нормального преобра
зова Н!'Я получается сл~дующее выражение: 

xt--+ xt = xt + oxt = Xl + 6al + riU6wJk (Xk -- yk) + ( 6j - (V--1 );: . (Z, Х') ) бЬi + 

+ { + ri 1k (Ql'k'm' (Z, Х') - Qk'l'm' (Z, Х')) + Q~'l' (Х Х')} (Х 1 - У1) · (V- 1 )~:.6Ьi, (35) 

y t _. yt = yt + 6Yl = yt + 6а1 + бЬ', 
где Ql 'k'm' = fJ liQ~.m" Q~'m' (Z. Х') и fi~'m' (Х, Х') суть относительное гравитационное 
поле в точке Х' относительно точек соответственно Z и Х, а 6а1 , 6Ь 1 и 6ooij суть беско
нечно малые параметры, характеризующие нормальное преобразование, причем 6001j=-600 jl· 

Итак, нам удалось инвариантным образом определить группу преобразований, 
зависящую от произвольной фиксированной точки z. Это означает, что задание миро
вой функuии G (х, х') и точки z сразу определяет группу нормальных преобразова
ний . Наибольший интерес представляла бы группа нормальных преобразований, опре
деленная инвариантным образом и не зависящая от выбора точки z. Вопрос о суще
ствовании такой группы остается открытым. 

Рассмотрим некоторые свойства группы нормальных преобразований. Прежде 
всего заметим, что для плоского пространства V4 группа нормальных преобразований 
вырождается в группу Лоренца. Действительно, для плоского V4 и галилеевых коор
динат в нем из (22) , (23) и ( 1) имеем 

i ' · 6i 
v.k' = k• 

и (35) переходит в 

6Х 1 = 6а1 + ri 1i6001i (Xk - yk), 6У1 = 6а1 + 6Ь 1 • 
В результате величина параметра Ь 1 никак не сказывается на преобразовании xi, т . е. 
группа имеет уже размерно~ть 10, так как выбор опорной точки для плоского V4 несу
ществен. 

Смысл параметров а1 , a1.k и Ь 1 таков: а1 характеризует перенос начала координат, d_k 
характеризует вращение системы координат вокруг опорной точки, а Ь 1 описывает сдвиг 
опорной точки. В это~1 легко убедиться, рассматривая бесконечно малое нормальное преоб
разование (35). 

Как легко видеть из (27), группа нормальных преобразований распадается иа две под

группы: группу Лоренца, описываемую 1 О параметрами а1 и a~k (при Ь 1 = О) и группу пре-
образований локализации, описываемую 4 параметрами Ь 1 (при а1 = 0 и a1k = 6~). Бес
конечно малое преобразование локализации можно записать в виде 

бХ1 = Xl - Х 1 = { 6J - (V- 1 
)
1> (Z, Х')) бЬi + { + Т)ik (Ql'k'm' (Z, Х') -

- Qк' l 'm' (Z, Х')) + Q~:m. (Х, Х')} (Х 1 -- Y1)-(V- 1 )~: · (Z. Х') 6Ьi (36) 

6Yl = yt _ у1 = м1. 

Из (36) видно, что тензор грав1пационного поля Q g'Y явно входит в преобразование 

локализации. Если Qrv = О всюду, то преобrазование локализации вырождается в 
тождественное преобразование. Таким образом, преобразование локализации теr::но 
связано с гравитационным полем и обусловлено его наличием. Легко видеть из (36). 
что группа локализации изоморфна группе трансляций, однако преобраз•Jвание ло
кализа ции, в отличие от преобразования трансляции, некоммутативно с преобразова 
нием вращения системы координат. 
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