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ВЫСШИ Е ПРИБЛИЖЕНИЯ ПРИ РАСЧЕТЕ НЕКОТОРЫХ 

ВРАЩАТЕЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ 

С помощью асимптотических методов исследовано второе приближение для 
вращательных движений с одной степенью свободы. Рассмотрен важный для при
ложений случай движения с большой энергией, приведены примеры. 

§ 1. Постановка задачи 

В работе [10) была рассмотрена асимптотика некоторых враща
тельных движений с одной степенью свободы, зависящих от медленно 
изменяющихся параметров, и получены уравнения, описывающие в п е р

вом приближении (с погрешностью порядка 8, где 8 - малый пара
метр) медленное изменение энергии возмущенного движения. В настоя
щей работе исследуется асимптотика . вращательных движений во 

втором приближении ( с погрешностью ~ 8 2) . Развитые методы позво
.r~яют вычислить также приближения более высоких порядков . Асимп
тотика 1<0лебательных движений подобных систем получена в [2-7). 
Асимптотика вращательных движений расс~ютрена в [8- 9) методом, 
отличны·м от примененного в данной статье. 

Пусть невозмущенная система имеет вид 

т ('t") у + Q ('t", у) = О, 't" = const. (1) 

Здесь у- одномерная координата, т ('t") - масса', 't" = 8/ - «медленное» 

время, Q ('t", у) = дV (i:, у) -потенциальная сила, вызывающая вращение, 
ду 

2л: 

Q ('t", у) - периодическая функция у периода 2л: и J Q ('t", у) dy = О. 
о 

Возмущенная система, соответствующая ( 1), записывается в виде 
d . . . 

& [m (t) у] + Q(t, у)= 8/1 ('t", у, у)+ 82{ 2 (-r:, у, у), (2) 

't" = 8t, 

где е - малый параметр, f1 и f2 периодичны по у. Члены порядка 83 
и выше в (2) отброшены, пос1<011 ьку мы ограничиваемся вычис11ением 

. второго приближения. дл.я простоты выкладок мы рассматриваем 
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только один медленный параметр т, хотя общий случай, когда имеют
ся п различных медленных параметров, изменяющихся по более слож
ному закону 

_!}__ [т (х) у] + Q (х, у) = ef1 (х, у, у) + е2 f 2 (х, у, у) + е3 
dt 

х = еХ1 (х, у, у) + е2Х2 (х, у, у) + е3 ..• 

рассматривается аналогично (х = (х1 , ... , хп)-п _ параметров). 

Поставим задачу: найти во втором приближении медленно изме

няющуюся функцию Е(т), описывающую в этом приближении медлен
ное изменение энергии возмущенного движения, а также вычислить 

добавку к Е (т), учитывающую быстрое изменение ынергии в том же 
приближении. 

§ 2. Основные результаты 

Система (2) может быть приведена к виду системы с быстро вра
щающейся фазой (1, 6, 7]. Применяя к (2) специальную схему метода 
усреднения, аналогичную [2-7], получим у_равнение, описывающее 

изменение Е (т) в виде 

dE - -
(fГ = А1Е (Е, т) + еА2Е (Е, t), (3) 

где 

(4) 

2n 

А" . :, s f , ( т,у, v ~ (E-V) )dy+ 
о 

2n 

S( 1/ 2E -V~) +-1 __ 1 dm + fi + m( ) ду F[G]dy 

, То ., т dт Jf 2m(E - V) · v 2 
о . m (E-V) 

·2п 2n 

-7 s Gdy r F[--1 ~+ т d-r: о v ~ (E - V) , . 

о о 

f1 + v ~ (Е - V) 
дf1 

1 ду dy 
+ -+-

{2m(E-V) 1/ ~ (E-V) 

36 



. / / 

2л 

+-! s Gdy 
2т2 

о if ~ (E - V) 

о 

21t 

+ _1_ F --;2 ~ + д. -;; 

S l 
Е dm д V 

То v ~ (E -V) 

о 

21t 

• • ~ ..& . . 

х __ dy=--- __ ! s F [ v ~(E - V) ~] dy 

v ~ (Е - V)_ То v ~ (Е - V) 

о 

2л 

__ 1 r F [Е - V (-1 (~)2 _ !!!!!!:.__)] 
Т0 J т т d,; d,;2 

dy 

о 

21t 

S 
[ 1 dm дV д2V ] 

F -----+- dy 
1 т d• д• д,;2 

То v ~ (E-V) 

о 

21t 

- - F G -----+ 1 s l ~2 ~: + ; : J. dy 

То -~ (Е - V) v ~ (Е - V) 

о 

2л 

Sl
Edm дV l + _ 1_ F -;;;2 : + а:;-;;; 

То -(E-V) 
т 

о 

(5) 
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... '1. •• 
. . " '\ . " 

2n 

1 SI [ [ ~~+~~]] +- mF F Е V + 
2Т -

о • 
о 

+ F [G] F [ Е ~ V ] - F [ F [ Е ~ V ] G] + 
2n 

+-2-s dy F [F [G]]) Х 
тТ0 ( 2 ) •/, -(E-V) 

о т 

( 
f1 + v ~(Е-\1) дf1 ) 

х _1 . дтQ + v~ (Е - V) дf1 - Q ______ а-'-у- dy, 
т д~: т ду .,f 2т (Е- V) 

где 

G (Е, т:, у) = _1 (-Е dm + дтV) + 
т di: д~: 

+{ ~ (E-V)t1 (т:,y,if ~ (Е-У)) · (6) 

F [<р] - оператор вида 

у 2n 

S 
<pd11 1 s F[<p]= ---т; v ~ (E-V) 

о о 

<р dy sy ___ d_ч __ _ 
, (7) v ~ (Е - V) 11 ~ (Е - V) 

о 

2n 

То= s dy 

i / _!_(E - V) 
0 r т 

дf1 
- период вращения. В (5) в выражения f, д~: ' 

дfi , д~1 вместо у нужно подставить " / 2- (Е - V). Отбрасывая в (3) 
~ ~ v т 
члены порядка в, получим уравнение первого приближения для медленно 

- dE -
изменяющейся энергии Е1 (т:): di:1 = А 1 Е (El' т:), полученное в [10]. Если 

известно решение уравнения первого приближения, то (3) интегрируется 

элементарно. Представляя Е (т:) в виде Е (т:) = Е1 (т:) + в Е2 (т:), из (3) полу-
u - dE2 дА 1Е (Е1) - -

чим линеиное уравнение для Е2 (т:) вида -- = Е2 + А2Е (Е1 ), 
di: дЕ 

интегрирование которого дает 

(8) 
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дАlЕ 
Здесь Е20 - значение Е2 ('r) в начальный момент времени, а д"iГ имеет 

вид 

2n 

дАIЕ =-1 r( __ l _!!!!!__+ f1 (т. у, -v ~(E-V)) + 
дЕ То J т dт Y2m(E-V) 

о 

дf1 (т. у, 
+-1 

т 

v ~(E-V) ) )--dy __ 
ду v ~ (E-V) 

2n 2зt 2зt 

- т~, (J ( ~ (; ~ V) )''• - : .j ( ~ (Ed~ У1 y.J-v-~-G(-;-V)-} . (9) 

Вычисляя добавку к медленной энер,rии второго приближения Е (,;), 
найдем 

Е (т:, у)= Е (т:) + 8 F [G (Е (т:), т:, у)]. (10) 

Для сохранения нужной точности в (10) подставляется первое при
ближение у, для нахождения которого нужно вычислить фазу враще
ния. Зная второе приближение для энеJ:?гии, можно легко вычислить 
фазу, на чем мы здесь не останавливаемся. 

Начальные условия имеют вид: Е lt=to = Е0 = Е10 + 8Е20 , 
где 

m (То) Ь~ дV (т0 , а0 ) 
Е10 = + V (т:0 , а0), Е20 = т (1:0) Ь0 Ь1 + а1 • 

2 . ду 

у (t0) = а0 + 8а1 +О (82
), у (t0) = Ь0 + 8Ь1 + О (82

). 

В силу автономности невозмущенной системы можно, не нарушая 

общности, положить а0 =0. 

§ 3. Асимптотика по энергии 

Важным для приложений является случай больших энергий. Зада
ча об асимптотике по большим энергиям для систем типа (2) рассмат
ривалась другими методами в (8). Мы ограничимся рассмотрением слу
чая, когда f1 (,;,у,у)=ср1 (,;,у)у, f2 (-r:,y,y) =· ср2 (,;,у)у, m(-r:) = 1. Тогда 
выражения (5) и (9) примут вид 

Е s23t 1 ли::-{ 1 ( s23t ) 2 1 s23t д(j)1 
А2Е =-;- <p2 dy + v 2Е ~ <р1 dy + 2 ~dy+ 

о о о 

~ у ~ ~ 

+-;-J (Jcp1dri)cp1dy- 2~2 Scp1dyScp1ydy-
o о о о 
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21t 21t у 21t у 

-~ J <J>1 dyJ ( J <J>1 d11}dy-~ 5 ()а; d11)dy+ 
о о о о о 

2it у 11 21t 21t 

+ 2~ s а;; (J(S<p1dri)dri)dy- 8~2 S<J>1 :dyS ~:1 y2 dy- (1 1) 
о о о о о 

21t у 21t 21t 2Л 

__ l J(J<J>1 d11)dys д<р~ ydy+ -1 s<p1dYs~ ydy}-
4~ ~ ~ ~ 

о о о о о 

2Л 21t 2Л 

- ~ ( s <p2V dy + ~ s <р2 dy s V dy) + О ( ;Е ). 
о о о 

( 12) 

Подставляя ( 11) и ( 12) в (8), найдем Е2 (-с) с точностью до членов поряд-
1 

ка уЕ . (Эти элементарные выкладки мы опускаем) . Выражение (10) при-

мет вид 
у 

Е (-с, у) = Е1 ('t) + еЕ2 (-с) + е V 2Е1 (-с) ( J <р1 dТJ -
о 

21t 

- _1 s<p dy· у)+ о(_!_) 
2л: 1 уЕ ' ( 13) 

о 

где Е1 (1') и Е2 (-с) вычислены с точностью до ;Е ·. 
Пусть <р1 (-с, у) не завис·ит от у, а f 2 (-с, у, у) такова, что 

2л 

.f t2(-r,y, v ~ (E-V))dy=O. 
о 

Тогда А2Е =О ( ;Е ). F[G] =о( .У~ ). и мы имеем 

( 14) 

21t 

Заметим, что J f 2 ( -r, у, V ~ (Е _ V)) =О, например, если / 2 и Q нечетны 
о 

по у. 
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§ 4. Примеры 

В качестве первого примера рассмотрим маятник Эйнштейна (ма
тематический маятник, длина которого медленно и плавно изменяется 
под действием внешних сил) во вращательном режиме. Для такого 
маятника в [10] найдена энергия в первом приближении. Уравнение 
маятника Эйнштейна имеет вид 

d . 
- [х2 ('t) у] + gx ("t') sin у= О, "t' = et, 

dt 

где у-угловое отклонение, x("t) - длина маятника, g-ускорение 
свободного падения. Ограничиваясь случаем больших энергий, получим 
из (14) 

~ g 3 ( 1 ) Е ("t') = - Е0 + - (х3 - Хо) + О _;-- . 
х2 х2 уЕ 

( 15) 

Сравнивая ( 15) с выражением энергии в первом приближении, приве
денном в [10] (формула (11)) мы видим, что второе пр_иближение для 

1 
энергии маятника Эйнштейна с точностью до уЕ ПОЛУ.Чается из выра-

жения первого приближения (взятого с той же точностью), если в 
последнее подставить начальную энергию во втором приближении . 

Рассмотрим пример, исследованный в [8], являющийся обобщ~нием 
уравнения Ван дер Поля . Ра счет этого примера в перв1ом приближенин 
выполнен в [10]. Уравнение движения имеет вид 

у+ k2 sin у = е (а -Ь sin2 у) у, 

где а, Ь, k - функции медленного времени "t=et, е - малый параметр. 
Для случая больших энергий из (11), ( 12) , ( 13) получим 

~ dk 

S 
2k d-т: - (2a-b)k2 

Е = аЕ0 + а 
а 

ь v- ( 1 \ d't' + е 4 2E10asin 2у +О уЕ ). 

"t 

где а (i:) = ехр { J (2а -Ь) di:}. Если а= const, Ь = const, k = const, 
"to 

't'0 = О, то имеем . 
Е = e<Za-b)-c Е о + k2 ( 1 - e<2a-bJ"t) + 

В заключение укажем, что этим методом можно найти приближе
ния любого порядка для фазы, периода и ряда других параметров, а 
также рассмотреть случаи, когда правая часть возмущенной систе

мы (2) явно зависит периодически от времени t. 
Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность В. М. Воло

сову за постановку задачи и обсуждения результ·атов. 
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