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ПРИНЦИП ЛОКАЛЬНОЙ ИНВАРИАНТНОСТИ И ТЕОРЕМА НЕТЕР 

Настоящая статья является первой из серии статей, посвященных построению 
теории гравитационного поля на основе теории компенсирующих полей. С1роится об
щая теория компенсирующих полей на основе применения к локальным группам тео
ремы Нётер. 13 отличие от теории Утиямы, построенная теоrия применима к группам, 
связанным с преобразованиями координат. Доказывается, что источником компенсирую
щего поля служи; 11нвари11нт теоремы Нётер, соответствующий той группе, которая 
вводит данное компенсируюшее поле. 

Введение 

За последнее время многими авторами [1 -9] исследуется возмож
ность введения различных полей исходя из соображений теории непре
рывных групп Ли. Рассматривается лагранжиан исходного поля и 
группа Ли, относительно которой этот лагранжиан инвариантен. Ока
зывается, что если рассматривать параметры данной группы как 
функции от координат, то для того, чтобы лагранжиан бы.11 инвариан
тен относительно этой обобщенной группы (так называемая локальная 
инвариантность), необходимо ввести некоторое новое поле (компенси
рующее), свойства которого вполне определяются рассматриваемой 

группой Ли. 

До работы [ 1] локальная группа рассматривалась, в частности, в кни
ге Паули [ 10]. Паули замечает, что для инвариантности уравнения Дирака 

в электромагнитном поле при градиентном преобразовании Аµ~ Аµ+ дffi (х) 
дхµ 

необходимо совершить преобразование волновой функции 

(1) 

Это рассуждение можно обратить. Потребуем инвариантность уравнения 
Дирака относительно локальной группы ( 1). Для этого необходимо ввести 
векторное поле Аµ, преобразующееся под действием (1) градиентным обра
зом, причем в уравнении Дирака поле Аµ войдет в комбинации "\?µ 'Ф = 
= _а_ 'Ф - iеАµ-ф. Обращает на себя внимание аналогия между выраже-

дхµ 

нием Vµ 'Ф и выражением для ковариантной производной спинора в общей 
теории относительности [ 11]. 
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Это рассуждение было обобщено Янгом и Милсом [1] на более 
с.тюжную группу вращений трехмерного изотопического пространства. 

В работе {1] можно заметить основные моменты формализма локаль
ной инвариантности. Общая теория компенсирующих полей была рас
смотрена Утиямой '[5]. Утияма изучает инвариантность лагранжиана 
исходного поля QA относительно произвольной локальной группы. 
Однако он изучает только такие гg_уппы, которые не · связаны с преоб- 1 
разова:нием пространственно-временных координат. Поэтому примене
ние Утиямой построенной общей теории к группе Лоренца, которая 
существенно связана с преобразованиями координат, является неправо
мерным. Это и не позволило Утияме математически корректным обра
зом ввести гравитационное поле. Лока.11ьная г2уппа Лоренца и 
построенная на ее основе теория гравитации будут рассмотрены в сле
дующей работе, здесь же в качестве приложения рассматривается 

локальная группа Тушека. 

Общая теория компенсирующих полей 

ПРИНЦИП ЛОКАЛЬНОЙ ИНВАРИАНТНОСТИ 

Рассмотрим произвольное поле QA и лагранжиан 

L (QA' QA ,µ), 

a·QA , 
где введено обозначение QA,µ = - •- (µ=О, 1, 2, 3). 

ахµ -{!ц_ " """""' .f'- ч. <;. ........_ 

Пусть интеграл деЙСТJ:!ИЯ 

D = \ L(dx), 
i:; 

(2) 

(3) 

где интегрирование производится по 4-мерной области пространства -
времени G, является инвариантом некотороИ непрерывной группы Г. 

Введем дополнительные поля ЛR.' взаимодействующие с полем QA. 
Сформулируем теперь принцип локальной инва,риантности: интег

рал действия (3), где .под L теп е рь понима1ется общий лагранжиан 2, 
включающий поле QA, взаимодействие поля QA с полями ля. и свобод
ные поля Л R., должен быть инвариантом локальной группы Г, причем 
под действием локальной группы Г дополнительные поля ЛR. испыты
вают преобразование 

где rom - параметры группы r' а и!;, и с:;,а - некоторые метричные функ
ции. 

В дальнейшем понадобится введение двух типов компенсирующих 
полей, одно из которых будет связано с вариациями функций поля, 

другое с изменениями координат. Обозначим их через ЛаR. и Q~. Пусть 
закон преобразования этих полей под действием локальной группы Г 
имеет вид 

1'Q/ Wl 1' т Sla абwfп 
u а= тauffi + та--, 

аха 

м R. = uR. бwт + cR.a д быт 
а та та аха . 

4 ВМУ, № 6, ф·и зика, астрономия 

(4а) 

(46) 
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(Смысл индексов, а,/ и R выяснится после определения вида матриц 
W, S, И и С.) 

Ограничиваясь рассмотрением первых производных от дополни
тельных полей в лагранжиане, для полной вариации интеграл а дейст
вия получим 

бD = s (dx){ 
02 б QA + ~.2 бо~ + ~блаR + 

. OQA oQ~ MaR 
G 

+ ~[~бха + ~ bQA + ~ бо~ + 
дха дQА дQI 

,а а.а 

+ д~ бл/·]} = О, (5) 
дЛа .а 

где б есть вариация формы функции (б = б-бха _д_)• а вариационная 
дха 

производная определяется в виде 

02 д2 д ( д2 ) 
oQA = дQА - дха дQА.а 

И а·налогично ДЛЯ полей Q~ И Ла R. 

Производя в (5) варьирование таким образом, что бха =О, а f:JQA, бQ~ 
и Ма R произвольны и исчезают на границе некоторой произвольной фик
сированной области G, получим уравнения полей 

~ = О <'1
2 = О 02 = О. (6) 

oQA ' oQ~ ' MaR 

Пусть под действием группы Г 

бха = Х та f:Jrom' f:JQA = / вА mQB f:Jrom. 

Для генераторов группы / 8А т имеют место правила коммутации 

fвAmJACn_fвAnJACm =cmkn/BCk• 

где ст\ - структурные константы группы Г. 

Подставив выражения ( 4) и (7) в (5) и полагая f:Jrom (х), 

(7) 

(8) 

д2 owm (х) 
произвольными и независимыми функциями координат, полу

дха, дхР 

чим уравнения: 

(9) 

0 а + др т ар = О 
т ' 

дхР 
( 10) 

рт(ар) =О, ( 11) 
где введены обозначения 

0 а = (! Х а + д2 (/ ВА QB - QA Х ") + 
т "" т дQА,а т - ,v т 
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Р ар = ~- S~a + aS3 
т I R 

aQa,a ала ,а 
CRp 
та, ( 13) 

р (ар) = -~ (Р ар + р ра) . 
т :2 т т 

Уравнение (9) есть результат обычной теоремы Нётер. Уравнения (10) и 
(11) возникают только при локальности группы Г. Эти уравнения будут исполь-
зованы для определения лагранжиана взаимодействия полей QA, Q~ и ЛаR 
и лагранжиана свободных полей Q~ и Ла R. 

О П Р Е д Е Л Е Н И Е N\ А Т Р И Ч Н Ы Х Ф У Н К U И й S ~fa и С~~ 

И Л А Г Р А Н Ж И А НА В 3 А И М ОД Е й С Т В И Я П О Л Е й QA, Q~ и Ла R 

Будем полагать, что лагранжиан взаимодействия не зависит от про

изводных полей Q~ и Ла R, т. е. 

а53 
--1 - =О, 
aQa,a 

~=0 R . 
ала.а 

( 14) 

Тогда из уравнения (10), используя (6), получим 

_Q Ха _ ~ (/А QB __ QAXv) + ~ Sla + ~ cRa 
"" т - aQA Вт · ,v т aQT та алR та• 

,а а а 

( 15) 

Это есть система дифферен ци альных уравнений в частных rrроизвод
ных, решение которой даст зависимость лагранжнана 2 от величин 
Q~ и ЛаR. 

Обозначим оператор пра ·вой части ·уравнения (15) 'Через D~ . 
Произведем за мену 2 =ЛL та к, чтобы для L было бы справедливо 
однородное уравнение D~L =O (в дальнейшем будет видно, что такая 

замена возможна). 
Исследуя усJ-: овия совместности этой системы [12], убеждаемся , что 

должно иметь место соотношение 

(16) 

Это накладывает определенные ограничения на матрицы S и С. 
До сих пор величины Q~ и tJ.aR входили во все уравнения симметрич

ным образом, однако в искомом лагранжиане эта симметрия не может 

соблюдаться, так как поля Q~ и ЛаR, как было уже отмечено, играют 
различную комriенсирующую роль. Поэтому накладываем на лагранжиан 

несимметричное относительно Q~ и ЛаR упрощающее соотношение (16) тре
бование 

а S 1µ 0 --R ть= , 
ала 

Тогда из (16) для определения матрицы S получим уравнение 

S ia а SJµ XµSJa 
та --/ пЬ = т пЬ ' 

aQa 

решение которого есть 

4* 

( 17) 

• 

( 18) 
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Из (18) ввиду (4а) с.педует, что верхний индекс у величины Q~ имеет 
смысл координатного индекса. Подставив (18) и (17) в ( 16), получим 
уравнение 

Xl пµ д СРа ХаСРµ 
п""а --! тЬ = п mb> 

дQа 

решение которого есть 

C R.a MR. па 
та~ т~'а' ( 19) 

где М~ - произвольная числовая матрица. 
Произведем в ( 46) преобразование 

лр лm (М'-1)тЛР Ир um (M-1)mUP а -+ а = Р а, tza ~ па = Р па· 

Тогда из ( 46) получим 

.i:.лm - um .!l п + 51.mпCJ дбwп 
u а - пauffi Uп ~'а а • 

дх 
(20) 

Это показывает, что без нарушения общно·сти матрицу С можно вы
брать в виде 

(21) 

Из (21) ввиду ( 46) следует, что верхний индекс у Л;;1 относится к то

му же пространству, в котором задаются параметры группы Г. Верх
ний индекс у матрицы М~ может относиться, вообще говоря, к произ-

вольном.у пространству. Поэтому верхний индекс у величины ЛR. 
. . ' а 

может (при соответствующем выборе матрицы М~) быть, в частности, 

спинорным индексом. 

Теперь можно показать, что величину Л нужно выбрать в виде 

Л = detJ Q~/, (22) 

где Q~ - матрица, обратная к Q~, т. е. определяемая соотношениями 

Q~Q~ = б~, Q~QZ = б~. (23) 

Для этого нужно воспользоваться ( 18) и соотношением 

б~dЛ = ЛQ~dQZ = -ЛQ~dQ~. (24) 

Легко проверить, что решение однородной части уравнения ( 15) 
есть произвольная функция от выражения 

(25) 

Откуда с.педует, что величины Q~, Лат и Q,~ должны входить в ло
кально инвариантный лагранжиан только в комбинации (25) и (22), 
а именно, что локально инвариантный Jiагранжиан образуется из (2) 
в виде 

• 2 = AL (Q~Q~), (26) 

QA • 
причем суммирование 1 а с оставшеися частью производится при помощи 

метрического тензора псевдоевклидова пространства 

r 1 nри т =о 
8тп = етбтп> ет = j_ -

, 1 при т - 1, 2, 3, 
(27) 
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но уже по индексам типа а. Последнее обстоятельство показывает, что 

нижний индекс величины Q~ относится к первоначальному псевдо
евклидову пространству, в то время как координатный индекс ~t отно
сится, вообще говоря, к некоторому другому простRанству, структуру 
которого предстоит выяснить. (Индексы координатного пространств а 
будут обозначаться греческими буквами, индексы псевдоевклидова 

пространства - латинскими.) Предельный случай отсутствия поля О~ 
осуществляется при Q~=б~. Это есть случай, когда координатное 
пространство совпадает с пространством индексов типа а и является 

псевдоевклидовым . Отсюда следует, что пространство индексов типа а 
обладает вполне определенным и очень важным физическим смыслом: 
с помощью этих индексов описывается первоначальное псевдоевклидо

во пространство - время. Так как локально инвариантный лагранжиан 
должен быть инвариантен относительно всех тех преобразований, отно-

сительно которых инвариантен лагранжиан (2), то величина Q~ до.11ж
на вести себя по нижним индексам как истинный вектор. 

Полезно, используя (25), представить лагранжиан (26) в виде 
двух слагаемых 

q (QAQA) = .2 (QAQµQA)- д)J(Q~Q~) !А Qвлт (28) 
~ 2 Ja . , а ,µ дQА Вт а · 

Ja 

Это есть выделение в явном виде лагранжиана взаимодействия с по

лем Л';/. Из (28), в частности, следует 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е МАТ Р И Ц W~a и V':na 

Для опр еделения матриц W ,и И используем уравнение (9). Реше 
ние (26) уравнения (10) при условии (14) должно быть также реше
нием уравнения (9). Как следствие (26) и (25) имеем 

~-(~) -~!в лm 
QA - А В Ат а• 
д дQ QAJa ~ const дQ 1а 

(30а) 

~--~/В QA ~-~Qa 
дЛт - дQВ Ат ' дQВ - дQВ а' 

а Ja ,а Ja 
(306) 

д)J _ ()Qa + д)J QB 
дQа - -~ а дQВ ,а· 
•а Ja 

(30в) 

Учитывая (6) и (25), произведем дифференцирование в (9) и в резуль
тат подставим соотношения (30) . Тогда получим 

.2 (Х~.а - Q~W~a) + ( ддQ~ ) с I~тQA + 
Q/a = const 

д)J f B QA д)J wa а v В + дQВ Ат Ja + дQВ ( та - Хт, ,,Qa) Q,a + 
Ja /а 

д)J ( k !в лn с . uk в Qc + дQВ Стп Ck aQ - тalck ) =О. 
Ja 

(31) 
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Выражение (31) должно тождественно обращаться в нуль при 
(25) и (26). Это. произойдет, если 

W~a = х;:,, ..,о~. 

И~а =С~ пЛ~, 

(~) ./в QA + д2 1в QA _О 
дQВ С Ат дQВ Ат /а - . 

Q/a - con st ja . 

(32) 

(33) 

(34) 

Равенства (32) и (33) выясняют структуру матриц W и И, а смысл 
1ождества (34) будет выяснен при изучении локальной гр уппы Ло
ренца. 

Подставив ( 18) и (32) в ( 4а ) и учитывая (7), получим 

.s;.na _ха nV.s;. m + хапV д{)rom _ nV д{)ха 
u~'a - т v~'au(J) т~'а -- - ~'а--. 

' дх" дх" 
(35) 

Это показывает, что величина Q~ преобразуется в координатном простран
стве как контравариантный вектор. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е Л А Г Р А Н Ж И АН А 2 0 С В О Б О Д Н Ы Х П О Л Е й 

ga и лR. 
а а 

Учитывая (6), (18), (21), (32) и (33), представим уравнения (10) 
и (11) в виде 

Q ха+~ (!А QB -Q в Х") + ~ (Хµ Q"-Qµ Х'' ) 1 ~о т дQА Вт , v т дQµ т,v а •а ,v т -Т-
,а а.а 

+ д2о (сР лп-Лр Х") , ~хµпа+ д2о (XµQa) + 
длр mn а а ,v т -Т- д µ т~'а д µ. т· а ,v 

а , а Qa Qa,v 
(36) 

д2о Qa _ О 
ал т a,v - ' 

a,v 

а53 о X~Q~ + а53 о X~Q~ + /~ Q~ + а~ Q~ =О. (37) 
дQ~.а дQ~. р ла,а ала,р 

Преобразование 20 =ЛL0 переводит неоднородную систему (36) 
в однородную. Учитывая, что лагранжиан свободного поля 20 не со-

держит величины QA, но должен содержать величины Q~' и Лат и их 
первые производные, найдем решение однородной части системы (36) 
и (37) в в·иде произвольной функции от выражения 

Fa ть = Л/;\,Q~ - Л'/: . ..,Q~ + Л';1 (Q~,,;ЩQ~ - Q~.aQ~Q~) -с/;:~Л~Л~. (38) 

В случае локальной группы Лоренца это выражение перейдет в выра
жение · для 'Гензора 1<ривизны Римана в дифференциальной геомет-
рии [13]. · 

В за1<лючение докажем формулу 

Q1:Ь -Q~a = F'/:ьl:тQ8 -Q~ (2С~аь + l~тЛь - lgтЛ'/:), (39) 

где ~аь = + (Q~.v - Q~.µ) Q~Q~, а l ad т - генераторы векторного представ
ления группы Г. 

Для доказательства необходимо учесть, что величина Q~ преоб
разуется под действием группы Г по прямому произведению представ-
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Jlения Q А и векторного представления и воспользоваться тем, что 
генератор прямого произведения представлений есть [14] 

(40) 

где индексы ( 1), (2) нумеруют простQанства сомножителей, /(IJ, (2J 

есть генераторы сомножителей, а E(IJ, (2J - единичные операторы. 

ТЕОРЕМА ОБ ИСТОЧНИКАХ КОМПЕНСИРУЮЩЕГО ПОЛЯ 

Общий лагранжиан является суммой лагранжиана свободного 
I<омпснсирующего поля 20 и лагранжиана (26). В этом случае из 
(6) имеем 

(41) 

Из уравнения (15), используя (18), (21) и (26), легко получить 

-~=~!А Qвga 
дЛт дQА Вт а· 

а ,а 

(42) 

Подставляя в (41) и используя (14), получаем 

620 . = ~/А QBQa 
6Лт дQА Вт а· 

а ,а 

(43) 

В случае, если группа Г не ·связана с преобразованием координат, 
из соотношений (9) и (12) следует, что правая часть соотношения (43) 
есть инвариант теоремы Нётер, соотве~:етвующий нелокализованной 
группе Г. 

В случае, если группа Г связана с преобразованием координат, 
из (6) и (29) получаем дополнительное соотношение 

620 = _ ( д.13 QA _ ,2ба) Qa . 
я.оµ дQА ,µ µ а 
u .... a ,О' 

(44) 

Правая часть соотношения (44) есть тензор энергии - импульса исход
ного поля QA. Это имеет глубокий смысл, так как в следующей рабо-
те будет показано, что величина Q~ тесно связана с локальной груп
пой 4-трансляций. 

Правая часть соотношения ( 43) в этом СJ1учае является инвари
антом теоремы Нётер, соответствующим преобразованию только функ
ций поля по представлению группы Г. (В случае группы 4-вращений 
это будет спиновая часть момента количества движения.) 

Итак, справедливо общее положение: 
. Источником компенсирующего поля, введенного локальной груп

пой Г, служит инвариант теоремы Нётер, соответствующий нелокализо
ванной группе Г. 

Эта теорема сыграет большую роль при анализе теории грави
тацшr. 

ЛОКАЛЬНАЯГРУППАТУШЕКА 

Рассмотрим группу нейтринной калибровки, предложенную Туше
ком [15] 

(45) 
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Причем параметр в будем считать функцией координат в (х) . Постоян· 
ная G есть некоторая константа связи, аналогичная электрическому 
заряду в (I). Инфинитезимальные преобр азования имеют в ид: 

(46) 

Группа (45) является однопараметрической и коммутативной. Кроме того, 

в (7) Х~ =О, так как группа (45) не связана с преобразованием коорди
нат. Тогда из (4а), (18) и (32) имеем бQ~ =О и введение величины Q~ 
не является в данном случае необходимым. Выберем Q~ = б~. Выражения 
(25), (46), (22) и (38) приобретают вид: 

'Ф 1 а = 'Ф.а - iGy5Лa'l\J, 'i'1a = 'iJ.a- i'iiGy5Лa, 
бЛ де (х) Л 1 F - дАv - дЛµ 
а= аха ' = ' µ.v - дхµ дхv 

(47а) 

(476) 

Выбирая 2 0 в виде - 1 
Fµvfµv, из (42) и (26) получаем 

. 4 

где 

_!___ Faµ = ]·а 
дхµ , 

ja = iG ( а:Е Уs'Ф + \\)у5 ~ ) 
,а ,а 

(48) 

(49) 

есть ток поля Ла, порождаемый полем 'Ф· 

Из (47а) следует, что у5ЛаЧJ под действием группы вращения 
должно преобразоваться так же, как и ЧJ. а. т. е. по ;трямому произве-

d 
дению представлений ЧJ Х dxa. Так как vs является псевдоскаляром , то 

Ла есть псевдовектор, таким образом локальная группа нейтринной 
калибровки вводит поле псевдовекторных бозонов. Их естественно 
связать с нейтральными промежуточными бозонами в слабых взаимо
действиях . Ввиду наличия фактора (I+vs) в лагранжиане слабого 
взаимодействия различие между векторными промежуточными бозо
нами и псевдовекторными теряется. Однако здесь появляются трудно
сти с введением заряженных промежуточных бозонов и с введением 
большой массы покоя промежуточных бозонов. Это есть основные 
трудности формализма локальной инвариантности [2]. 

Пр ил ожени е 1. Уравнения поля . Произведем дальнейшие преобразования урав-
нений поля (41) и (44). Используя (38). уравнение (41) можно представить в виде 

_д_~_СР ~-С k лп~=--1 бЕ (50) 
. дха дFт .аЬ дFт т п q дFk 2 бЛ.':: . 
1.. ра аЬ pq ~ 

К:омбинируя уравнения (44) и (50), получаем уравнение для величины Q~ в виде 

т~ _l_p _ _ 1_ р 
Fµa дFт -

2 
QµEo - -

2 
Т µ , (51а} 

ра 

где 

(516) 

Последнее уравнение является обобщением уравнения Эйнштейна на случай щ::оиз

вольной локальной группы, порождающей поле Q~. Лагранжиан Е0 имеет вид Е0 = AL, 

где L есть произвольная скалярная функция от Fаьт . Индексы а, Ь относятся к первона-
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чальному плоскому пространству и свертываются при помощи метрического тензора плос

кого пространства Еаь · Индексы типа т относятся к пространству параметров Группы Г и 
свертываются при помощи метрического тензора 

(52) 

Полезно также первое из уравнений (6) представить в явно ковариантном виде. 
u дSJ 

Деиствительно, учитывая, что --8- по индексу В преобразуется по представлению, со-
дQ/а 

пряженному представлению QA, и используя (30а), получаем для унитарного представле
ния QA (в этом случае 7 т = - / т) первое из уравнений (6) в виде 

( 
дS3 ) ( дSJ ) дS3 с т 1 а дSJ 
дQА - --А- А + дQА 1атЛс + л(ЛQа),а дQА = 0. 

/а /а дQ Q/a - const ! а /а 
(53) 

При этом предполагается, что параллельный перенос определен в координатном простран
стве таким образом, что 

Q~/ Ь = О, (54) 

а П03ТОМУ И 

(55) 

Пр ил ожени е 2. Законы сохранения . В качестве независимых величин можно также 

рассматривать величины Q~ и л: = л:Q~. В этом случае уравнения поля эквивалентные 
уравнениям (6) будут иметь вид 

д дS3о дS3о дSJ 
дх" дQа дQа = дQа • µ,'11 µ µ 

д 
(56) 

дх" 

Используя (37), получаем тогда закон сохранения для произвольного компенсирую
щего поля в виде 

д ( дS3о дSJ ) 
дхµ дЛ~ + дЛ~ = О, 

_а_(~ ~) - о 
дхl'- дQ~ + дQ~ - . 

(57) 

д\3 дSJ 
Выражения --m- и --а- есть согласно теореме об источниках компенсирующего 

дЛµ дQ.u 

А дS3о дЕо 
поля токи полей Л~ и Q~, порождаемые полем Q . Токи --т- и --а- появляются 

дЛµ дQµ 

вследствие того, что поля Л~ и Q~ могут нелинейным образом порождать сами себя . 
В теории гравитации полученные законы сохранения будут выражать законы сохра

нения спина и энергии гравитационного поля. 

Выводы 

Итак, на основании сформулированного принципа локальной ;шва
риантности построена общая теория компенсщ~ующих полей. Наиболее 
важным результатом работы является выяснение физического смысла 
пространства индексов типа а как первоначального псевдоевклидова 

п~остранства - времени. В дальнейшем в теории гравитации это поз
волит различные симметрии касательного реперного пространства 

(симметрия относительно сдвигов и вращений) связать с физическими 
инвариантами, что в свою очередь позволит получить законы сохране

ния энергии и спина для гравитационного поля и, в частности, полу

чить истинный тензор энергии - импульса гравитационного поля. 
В заключение пользуюсь возможностью поблагодарить проф. 

Д. Д. Иваненко, В. И. Родичева, Г. А. Соколика и В. С. Брежнева за 
постоянный интерес к работе и многочисленные полезные дискуссии . 
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