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КРИСТАЛЛА 

В работе [1] рассматривалась система с модельным гамильтонианом 

Н = ~ Т (k) a;tak + -1 ~ "А (q) PqP-q, .l..J 12 v .l..J 
k q 

k2 
где k -импульсы частицы, Т (k) = - - µ , V - объем системы, "А (q) -

2т 

Фурье-компонент потенциальной энергии взаимодействия между частицами, 

а t и ak - операторы порождения и исчезновения частиц , Pq = ~ at+-qak -
k 

Фурье-компонент квантовой плотности, µ - химический потенциал и вектор q 
принимает не квазинепрерывные, а дискретные значения, соответствующие 

периодам обратной решетки кристалла. 

Основно й интерес рассмотр ения такого гамильтониана состоял в 
том, что для него, как пока зано в [1], удается получить асимптотически 
точное решение. 

В настоящей ста тье , используя введенные в [2] для исследования 
статистических систем д1Ву.)@ре:менные запаздывающие и опережающи~ 

функци и Грина и их сп ектральные представления, мы хотим установить 
С'В Я З ь :vr ежду полученным в [1] точным уравнением в модельной задаче 
крrrсталла и уравнениоr Хартри для определенных состояний статисти­
ч ес кой системы. 

Рассмотрим систему нз N одинаковых бесспиновых Ферми-частиц 
-> -> 

с энергией взаимодействия Ф ( 1 r i - r i 1. ) , заключенных в макроскопиче-
ском объеме V. 

Гамильтониан такой системы будет 

2 

Н = ~~+ 
."'-1 2т 

( 1) 

1ИЛИ в представлении вторичного квантования 

112 s -7 -7 -7 
Н = - 2т -ф+ (r .) Л'ljJ (r ) dr + 
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[(2) 

-+ ~ 

где '\J (r), 'IJ+ (r) - операторные полевые функции в представлении. 
Шредингера. 

Определим согласно [2] двухвременные функции Грина 

G~ (t - ,;; х1 , х2 , ••• , xs; х;, х;, ... , х:; у, у') - « А (t), В(,;) )) ~, (3) 

где 

(а = ret, adv, с; s = 1, 2, . . . ), 

А (t) = 'IJ+ (t, х;) ... 'IJ+ (t, х:) '\J (t, xs) . .. '\J (t, х1), 

в(,;) = 'IJ+ (1:, у')'\' (t, у) (4} 

и '\J (t, х), 'IJ+ (t, х) - полевые функции в представлении Гейзенберга при 
гамильтониане Нµ = Н -µN (µ-химический потенциал), определяемые­
уравнениями движения с этим гамильтонианом. 

На основе теоремы о вариации среднего значения можно установить. 
связь между Фурье-образами функций Грина в Е-представлении @3~ (Е; х1 ,. ",х8 ; 

х;, ... , х~; у, у') и одновременными квантовыми функциями распределениа 
комплексов частиц 

= < 'IJ+ (t, х;), . .. , 'IJ+ (t, х:) '\J (t, Х8), ••• , '\' (t, х1) >, 
где '\J (t, х), 'IJ+ (t, х) - полевые функции в представлении Гейзенберга, а 
усреднение проводится по произвольному статистическому .оператору 

D(x1 , .•• ,xN; х;, ... ,х;_,): 
<A> = SpAD. 

Используя эту связь, в работе [3] путем варьирования уравнения Хартри· 

получено приближенное уравнение для определения @3f: 

где 

nE®1 (Е, Х1, Х1, у, у)= -- (Лr, -Л,,) + а . '. , { 112 

2т 1 

+ U(r1)-U (r;)} ®f (Е; х1 , х;; у, у')+ D~ (х1 х;) s {Ф( /;1 _;2 / )-

1
-э.-, -э.- а 

-Ф( r1 -r2 / )} ®1 (Е; х2 , х2 ; у, y')dx2 + 
+ ~1 [б (х1 - у) D? (у', х;) - б (х; - у') D? (х1 , y)J,! (5) 

2:n; 

И (r) = J Ф ( /; _-; /) D? (х', х') dx' 

(х = r) 

(6) 

и D? (х1 , х;) - равновесная функция распределения (средняя плотность). 
Умножая (5) на е-щt--с> и интегрируя по всей вещественной оси Е. 

получим 
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о ' s ~ ~ ~' ~ + D1 (х1 , Х1) {Ф ( / r1 - r 2 /) - Ф ( / r1 - r 2 /)] G? (t - -r, х2 , х2 , у, у') dx2 + 
+ 2nб (t - -r) {б (х1 - у) D? (х;, у')-б(х; - у' ) D? (х, у)}. (7) 

Jlегко убедиться, что 

iti(Gf-G~et) = ('\'+(,;, у)-ф(-r, у')'Ф+(t, х;)'Ф(t, Х1)), 
поэтому, вычитая из (7) при а = с то же уравнение при а= ret, найдем: 

in д«ф+ (1:, у) '\jJ (1:, у') 'ljJ+ (t, х;) '\jJ (/, Х1) > = 
дt 

+ D? ( Х1 , х;) s {Ф ( / ; 1 - -;; / ) -

~. ~ 

- ф (r1 - Г2)}( 'Ф+ (-r' у) 'Ф (-r, у') 'Ф+ (t, Х2) 'Ф (t' Х2)) dXz. (8) 

Уравнения (5) и (8) спра~едливы во всей области изменения перемен­
ных х 1 , х'1, у, у', то есть для всех состояний статистической системы. 

Рассмотрим такое положение, когда в этих уравнениях пара точек 
с координатами Х1, у достаточно удалена от другой пары точек, опреде­
ляемых переменными х 1 ', у'. Согласно принципу ослабления корреляции 
14] в этом случае можно осуществить расцепление 

(1jJ+(-r, у)-ф(-r, у' )'Ф+ (t, х;)'Ф(t, х1))-? 

--? (1\J+(-r, y)'\jJ(t, Х1)) (1\J('t, у')-ф+(t , х;)). (9) 

Тогда уравнение (8) распадается на два уравнения: 

in д < 'Ф + <-r • ~~ 'Ф (t • xi) > = {- ;: л,, +и (r1 ) - µ} (1jJ+ (•, у) 'Ф (t, х1 )), 

ili д< 'Ф (-r' у') 'Ф (t' х;) > = -{- h
2 Л , +И (r')- ~t}(1\J (•, у') -ф+ (t, х')), (10) 

дt 2т '1 1 1 

где µ · µ(t, •) - разделительная функция, равная постоянной ое.11ич11не , 
если операторные полевые функции определяются как представления 
Гейзенберга с гю1илыонианом большого ансамбля Н,11. 

Будем . решать уравнения ( 10) и найдем связь между получаемым 
nри этом уравнением Хартри и асимптотичес1<и точны~~ ургвнением 
в модельной задаче кристалла [1]. 

Для этого разложим 'Ф (t, х) по ортонормнрованны м функциям 
<р п (х) опер атора энергии с самосогласованным полем: 

( - ;: Л +И (х)) срп (х) = Епсрп (х), 

И (х) = S Ф ( / х- х' /) D? (х', х') dx', 

+ S ср~(х) срп (х) dx = бm,п · (11) 
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Тогда 

'\J(t, х) = )v ~qJn(x)an(t), 
п 

'IJ+(-r, у) = ;V ~ (j)m (у) ат (t). 
т 

На основании перестановочных соотношение для '\J (х, t) находим 

апат + атап = О, 

апа-;t; + а;tап = бт,п 

Выражение для И (х) поэтому запишется в виде 

И (х) = + ~ S Ф ( / х - х' 1) ( а;t;ап) (j): (х' ) (j)n (х' ) dx'. 
т,п 

Среднее значение (aj;an) найдем, используя (10). 

Так как 

т,п 

то согласно первому уравнению (10) и уравнению (11) имеем 

т,п т,п 

и 

откуда 
( 

- -(En-µ)(t-'t) 

(а;;; (-с) ап (t)) = ( а;;-,ап ) · е 11 

Аналогично, исходя из второго уравнения (1 О) и уравнения ( 11 ) ' 
получаем 

( 13)1· 

откуда 

_!_ (Е -µ)(1-'t) 

(aп(-r)a-;t;(t)) = (апа-;t;)·е 11 т , 

или (заменяя ,; - t, t - -с) 

( 14)~ 

На основании формул (12), (13) и спектральных представлений для. 
усредненных по большому ансамблю произведений операторов [2] имеем: 
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откуда спектральная интенсивность /(ro) равна 

и 

/(ro) = (a;tan) 6 ( ro- Еп;:µ) 

( 15) 

Из соотношения ( 15) непосредственно видно, что если Ет =1= Еп, то 
Еп-µ 

(а;tап) = (апа~) = 0 и если Ет=Еп, то (апа;t) = (a;ta.'I) ·е-6-, причем, ког-

да n=l=m, то учитывая (апа;t) + (а;!;ап) = О, получаем 
Еп-µ 

(е-6 - + 1) (а;!;ап) = О 

и 

( а+а ) = (а а+) = О· 
т п п т ' 

когда же п = т, имеем 

и 

Еп-µ 

(апаj-) = (а;!-ап) ·е_8_ 

Е11-µ 

е-0-+1 

( 16) 

Таким образом, для определения функций qJn получаем следующее 
уравнение Хартри с самосогласованным потенциалом: 

5 
-?-? -?-? 

И (r) = Ф ( 1 r - r' 1 ) р (r') dr', (17) 

Это уравнение для состояний статистической системы, когда в уравне­
ниях (5) и (8) соответствующие пары аргументов удалены друг от дру­
га, совпадает с асимптотически точным уравнением, найденным в рабо­
те [1] для модельного гамильтониана кристалла при периодическом 
самосогласованном rютенциале. 

Таким образом, выбор специальной модели кристалла [1] эквивален­
тен операции расцепления (9) при решении уравнения (5) и соответству­
ет таким состояниям статистической системы, в которых отсутствуют 
коллективные движения частиц. 

Изучение коллективных возбуждений в системе (кристалле ) воз­
можно на основе анализа уравнения (5) в общем случае, или в случае 
кинетического уравнения для вариации квантовой функции распределе­
ния, что будет ·составлять содержание другой работы. 

Выражаю г.Тiубокую благодарность акад. Н. Н. Боголюбову за об­
суждение работы и ценные замечаниs~. 
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