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Вопрос устойчивости в однопараметрической нелинейной теории поля

В [1] была изложена теория нелинейного спинорного поля, вклю
чающая один нелинейный параметр /. Подобную теорию мы будем на
зывать однопараметрической. При этом результаты зависят не только 
от /, «о и от объема интегрирования ZA Ввиду того что / и L имеют 
одинаковые размерности, между ними должно существовать соотноше
ние вида 4l -const- Указанное соотношение из теории непосредствен
но не следует, и его приходится вводить дополнительно * (в виде огра
ничения на объем L — ~ р

со
Теория с одним нелинейным параметром обладает еще одним недо

статком — в ней не соблюдается условие, необходимое для того, чтобы 
величины р ц =  J Тщ dV (где ,v — тензор энергии — импульса) обра
зовывали 4-вектор энергии — импульса. Последнее, как известно, тре
бует равенства нулю импульса поверхностных сил [3]

=  J (ЛФТцп dSn, (1)
где S n — 'поверхность, охватывающая рассматриваемый объем. Усло
вие (1) связано с условием устойчивости частицы как полевого обра
зования.

В случае поля без источников в неограниченном пространстве, ког
да интегрирование можно совершить по бесконечно удаленной поверх
ности, условие (1) выполняется ( Т ~ r~ 4, Т HVS ~  г-2, г —*■ о о ) .

При наличии поля с источником вместо условия (1) можно исполь
зовать теорему Лауэ [4]. Согласно этой теореме в системе координат,

* Исключением является случай нелинейности Гюрши [2] п L1 =  —•-I (1J3 г|))4/*.

При этом, как было показано [I], соотношение /4/»= 1—1=  2£0,где kQ~  масса покоя 
фермиона, непосредственно следует из теории. Как видим, k0 является тем размерным 
параметром, который наряду со скоростью света с и постоянной Планка h должен 
фигурировать в теории.
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где частица (источник поля) покоится, для всех компонентов ТДя 
должно выполняться условие

«• (2)

В случае поля без источников, но ограниченного в пространстве, вы
полнение условия (1) требует особого рассмотрения *.

Последний случай нас особенно интересует, так как мы рассматри
ваем элементарную частицу как сгусток нелинейного поля конечного 
объема ZA Выполнение условия (1) необходимо для сопоставления та
кого сгустка [4] вектора энергии — импульса тюля и для устойчи
вости подобного полевого образования.

Нелинейная теория с таким пониманием элементарных частиц от
личается от так называемой теории с частицеподобными решениями 
тем, что в последнем случае.частица, имеет бесконечную протяженность 
и теория базируется на статических частицеподобных решениях урав
нений поля, в то время как в первом случае поле существует только в 
конечной области и теория базируется на четырехмерных волновых ре
шениях уравнения поля [5].

Рассмотрим спинорное поле, заключенное в конечном объеме L3 и 
описываемое линейным уравнением Дирака. Найдем волновые решения

=  2 % ( 0 ) ехр {ik9x9), и определим Т ^ .  Очевидно, что Тппф О  (давление 
k

на границе системы ф 0) и система, предоставленная сама себе, не будет 
устойчивой. Для устойчивости системы в L3 необходимо наличие внешних 
сил (потенциального барьера). Рассмотрим случай наличия в D  только 
одной частицы. Тогда в системе координат, где частица покоится, все 
компоненты ТПП', (п =  1, 2, 3) должны обращаться в нуль, a J т44 dV =  k0, 
где k0 — затравочная масса покоя частицы. Так как при N — 1, k =  0 
имеем ТПП' = 8 6 ПП', j  T44dV =  j  Q dV, то для выполнения указанных 
условий необходимо, чтобы

j  £ (ijnj)) dV =  0, (3)

т. е. функция Лагранжа после подстановки в нее решения уравнения 
поля должна обращаться в нуль. Аналогичное условие получаем и для 
линейного мезонного поля. Как известно, в линейной теории условие 
(3) выполняется как для спинорного, так и для мезонного поля (неза
висимо от величины L3).

* Все три случая целесообразно рассматривать одним методом в рамках усло
вия (1).  Тогда в случае поля с источником (1) следует писать только для поля вне 
источника, т. е.

dt {Ф ^ТГГ dS -  Ф(г* 7 „  (r*0) dS} =  -  Тгт (г*) 4nr*0t,  (10

где г0* — радиус источника (другие компоненты 7>я отсутствуют ввиду сферической 
симметрии задачи). В электродинамике . . »

Тгг (го) rQ ~ г0 п, п> О и 1^ф0,
т. е. система неустойчива для точечного источника и для источника конечного радиу
са. В случае электродинамики Борна—Инфельда [4] (с точки зрения D -поля с особен
ностью) имеем

, ё3 £2 — V \  4- В*1, = 4лт„ (Ъ ф  = f -  -6 = о, ; = %•. (1")
В (1") имеем единственное решение 1 =  0 и условие устойчивости выполняется только в 
случае точечного источника.
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Рассмотрим спинорное поле, заключенное з конечном объеме L3 и 
описываемое нелинейным уравнением типа Гейзенберга или Иваненко — 
Гейзенберга. Это уравнение также имеет волновое решение

Ч> =  (0) exp { i k ^ } .
Определяя

Тцу при N =  1, % =  0, ^  (0) %  (0) =  ZT3,
находим

Тпп' — S6rtrt', J T ^ d V  =  k0 -f- J LdV~,

где =  (o2 — k2 — — kl и k0 играет роль массы покоя нелинейного поля, 
заключенного в объеме ZA Следовательно, (1) опять сводится к усло
вию (3). Однако, в отличие от линейной теории, в нелинейной теории 
уравнение £ (г|), ф) выполняется только при специальном виде функции 
Лагранжа. В частности, в случае уравнения Иваненко—Гейзенберга 
3  ('Ф» ty) 0> т- е- нелинейное образование неустойчиво. Ниже эти во
просы рассматриваются подробнее-

Таким образом, вопрос о возможности построения нелинейной тео
рии элементарных частиц, удовлетворяющей условию устойчивости, 
сводится к совместности системы уравнений

д& д  д £  п  д& д  д2  п  о / Т  i \ / л \
~  dXfl ^  - 0’ ^  дх^ ^  - ° >  Ч>)—0. (4)

Уравнению нелинейного спинорного поля вида [1]

+  =  =  0 (5)

соответствует функция Лагранжа

S = ----   (Dty) — ($D) +  ГS (р) — р (6)

где
? _

2А (р) =  В (р) =  2 J  Л(р) dp, р = 1 ( Ш  * (7)
. ' ' 0

Условие устойчивости (3) для такого лагранжиана примет вид

И р - ^ Г ---- ^ (p ) ) d V =  Г{.2рЛ (?) — 2 1 Л  (?) rfp} rfK =  0. (3')
0 ' ■ ;\-i. ,■ -/

Рассмотрим частный случай

^ (р )=  2 ( - | - )  йр», р = т ) ,  1 ( л
Л=1 /1=1

которому соответствует функция Лагранжа ,.

S =  T  {^(D^) — ( W  ^  +  2' j ]  (6')
- Д я=;Ч

13



И уравнения поля

_ до))
d ^ 5SY№- ^  +  ( X ,> " " 1) ,I’ =  0- <5')

Ц я= I

Ограничиваясь волновыми решениями, получаем условие (3') в виде

2 M ( P o ) - 2 p ( ? „ ) d P o  =  2 ^ ( l - - i - ) / ; p 3  =  0, (8)
О п== 1

S ( "7  ~  1 ) ^  =  0’ Ро =  ^Х) ф0ф0’
я=1

^ = х («) ф> to ) = (х*х) = 1.
А& =  — ko =  — А(ро)2.

(8'>

В случае линейной теории (я =  1) это условие выполняется. В слу
чае однопараметрической нелинейной теории имеем

1п9о =  О, 1п Ф 0 (суммирования п нет), (9)
т. е. условие (3) не выполняется.

Двухпараметрическая нелинейная теория поля

Рассмотрим двухпараметрическую нелинейную теорию, т. е. теорию 
с двумя нелинейными членами со степенями нелинейности а и |3. В

этом случае А (р) =  /“ра -f- /jjpP,

Тогда условие устойчивости (8') дает

( i  _  J L )  а д  + (1 _  -L) 1Ц = о, (Ю)
т. е.

• <10'>

Учтем теперь, что

-  р Р
(XX) =  — . к, =  А (р„) =  Y  С (п)"-> =  У  ч  ( ■ 1Р5-*. (П>

со V © /оо

т. е.
Р

ю

Роо =  фофо =  NL
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В частности, при k =  0 имеем %% =  1, со =  k0, рв0 =  р0 =  I?

р
а  =  k„ =  J  й р Г 1 =  /0_^Р +  /Цр§-'. (И")

п = а

При этом (так как й =  0) получаем

8 =  — § T u d V  =  G>poL-s = N(>> , (12)

и при k =  0, W =  1 находим*

Р
g (JV =  1, k =  0) =  k0 =  J ]  lnnL~Z(n- X) =  /“L“ 3(a_,) +  /pL-3(P-1> =  V  (12')

я - a

Условие устойчивости (10) запишется в виде

<I0">

Как видим, в общем случае двухпараметрической теории результа
ты зависят от трех параметров 1а, /р, ZA Условие устойчивости опреде
ляет один из этих параметров через два других. При этом теория ста
новится аналогичной однопараметрической теории и требует еще одного 
дополнительного предположения. Если из уравнения (10") определить 
объем L3, то потребуется еще одно дополнительное условие для опре* 
деления второго нелинейного параметра; если же определить второй 
нелинейный параметр, то для определения объема придется использо
вать предположение, уже использованное в однопараметрической тео
рии.

Рассмотрим сначала первую возможность. Из (10") получаем

Т —  П 3<Р-«) / 3 (P -a) 1 3(0—а)-- и tp Iq ,

a =  _ JL _ . JLz lL . (13)
P— 1 a v 7

При этом из (12') и (13) находим
a —1 P - l

k0% =  a p_a— ap-° =  const,
a —1 P—1

k0 =  — a) =  ~  (aP-a — a (13')
X

a-

х =  Га aH} i p_a.
n P - l  a—1

—г P

Кроме того,
__ i_  a (4~ p) (p T~°)

L =  Xb, b — a3(P—a) la a_p /p p_a ,

* Вводится два обозначения k0 =  со (k =  0, N  =  1) и k0 — § ( k = 0 ,  N = l ) .
В однопараметрической теории ( S # 0 )  имеем k0 =  $k0, где p — степень нелинейности; 
при £  *= 0 получаем А0 =  k0.
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3

KL {а (14)

При а =  —  (т. е. когда один из нелинейных добавков соответствует слу
чаю Гюрши) имеем

4 (р -1 ) р

(15)

— п  4“ 3Р /3«-3р)

I f - *

Выбор нелинейности для обеспечения устойчивее 
в том отношении, что в теорию вводится безразмерный параметр, в 
то время как все другие нелинейности вводят размерный параметр.

Как видим, подбор значения 0 меняет только численные значения 
объема интегрирования или массы. Сохраняя для $ э! 
беря рассмотренную ранее степень нелинейности Гейзенберга—Иванен
ко, получаем

а = ~ ,  Я =  4(-/%)-■'■, *„>. =  2-v.,

сти привлекателен

^ = т ( - (%)’^=(-т'%)
, . >%0/3 =  2 -3/2( _  

у
Аналогично при (3=— имеем: а = 7/20, ^ = ( /^ ) lJ/13/Vn) 

V ? r  =  ( - 7/20%)15M (20/7)^’ - l ) -
Отсюда видно, что Я отличается от /г или Г/з однопараметрической

теории только тем, что изменен масштаб нелинейного 
Ь/2). При этом величина масштаба 14/3 фигурирует в 
получения численных результатов необходимо его фиксировать. От ве
личины масштаба / 4/3 зависит как масса покоя частицы, так и ее объем, 
получаемый из условия устойчивости

Если вместо нелинейности Гюрши а = 4/з рассмотреть другое зна
чение а, то в теории, войдет размерный параметр 

Рассмотрим вторую возможность. Если L опрел 1 > —
Lk0= (2np),  N =  1, k=0, (о=^о=^о, то из (14) найдем

/“ = (2 я  р)
g-Р  Р-V»
р_4/з {а р_а

Р- i  P-Va

а —4/ 3 а —р
—а » Р—4/аа -  -}

а—4/з Р-1

j

Р—4/з р—а% — (2пр)0-/3 {а P- а  |  р—а  ^р /зр

а —1 8 -1

.(16)

£<А (?/2о) 1 ?/2о)>

параметра h  (или 
теории явно1 и для

елить из равенств

4/з-Р
Р-4/»

•г-Л (17)
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При a =  4/з получаем
i-3 g-i

-  tJ,\ =  (2яр)(1 — a)~l, X =  (2лр)р- </з(1 - a ) p- 4/j/g/3p“ 4, (17')
4Л-1 P-l 

£0A, =  a p-4/a — a p_v\
, 3 (0 -1 )

_ L _  (2лрГ ^  (1~ a)3(P~ 4)/Э /Зр-4 ~  3 0 —1) *
Ц  Э fll/3p—4 a 3 (p -4 )

В частности, когда (5 =  2, имеем

а =  1/а» — =  4яр, 60/2 =  (2itp)3/*,

^  Ц1’/ "  =  (2яр)-''‘. (18)
• Аналогично, когда |3 =  7/г» имеем

« =  ’/» =  (м/и) (2яр),

=(’/«г'- к20/,)’'- -  и (2яр),

Следовательно, отличие от результатов однопараметрической тео
рии состоит только в изменении масштаба длины, что ввиду гомологи
ческой инвариантности теории [1, 4] не является существенным.

Пользуюсь случаем выразить благодарность проф. Д. Иваненко 
за полезную дискуссию по обсуждаемым в (работе вопросам.
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