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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

Б. И. М О Р Г У Н О В

ПОЛНЫЙ РАСЧЕТ ВТОРОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ДЛЯ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрено второе приближение для вращательных движений с одной степенью 
свободы, вычислены фаза и период вращения во втором приближении, найдены в 
первом приближении координата и скорость. Получена асимптотика по большим 
энергиям, рассмотрены примеры.

§ 1. Постановка задачи

В работах [10—11] рассматривалась асимптотика некоторых вра
щательных движений с одной степенью свободы, зависящих от медлен
но изменяющихся параметров, и получены уравнения, описывающие в 
первом и во втором приближении (с погрешностью порядка s и е2) 
медленное изменение энергии возмущенного движения. Вращательные 
движения исследовались также другими методами [8—9]. Отметим, что 
колебательные режимы подобных систем исследованы в [2, 7].

В этой работе мы, основываясь ;на знании второго приближения 
для энергии возмущенного движения, полученного в [11], находим фазу 
и период возмущенного движения, а также первые приближения для 
координаты и скорости. Развитые методы позволяют вычислить также 
приближения более (высоких порядков. Следуя [11], ограничиваемся 
случаем одного медленного параметра х—zt, хотя общий случай, когда 
имеются п различных параметров х  =  (хи ..., х п), изменяющихся по про
извольному закону, рассматривается аналогично.

Пусть невозмущенная система имеет вид
т (t) у  +  Q (т, у) =  0, t  =  const, (1)

где у  — одномерная координата, т (т)— масса, х — &t — «медленное» время,
Q (т, у) =  -----потенциальная сила, вызывающая вращение, причем

ду 2Я

Q (т, у) — периодическая функция у  с периодом 2л и j  Q (т, у) dy  =  0. Со-
0

ответствующая (1) возмущенная система может быть записана в виде
[т (т) y] +  Q (т, у) =  e/j (т,у, у) +  s2 / 2 (t, у, у), (2)

at
г — et.
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Здесь е — малый параметр, f 1 и /г — функции, периодические по у. 
Члены порядка е3 и выше в [2] не выписаны, поскольку мы ограничи
ваемся рассмотрением второго приближения.

Поставим задачу: найти второе приближение для фазы и периода 
вращения, а также в первом приблйжении найти координату у  и ско
рость у.

§ 2. Основные результаты

Для получения уравнения, описывающего изменение фазы, необ
ходимо привести (2) к виду систем с быстро вращающейся фазой [1, 6
7, 11] и применить специальную схему метода усреднения, аналогичную 
[2—7, 11]. После ряда вычислений получим

dij) щ (Е ) +  е В \Е г), (3 )

где

СОп — — , В = L d y -

(4)

о  =  —  ( - Е ^  +  д̂ \  +  л [ —  (Е - V) и  (х, у, л / —  (Е -  V )).
т \  dx дх J  \  т \  У т /

F — оператор вида
V 2Я У

£ф] _  г1 q>dTi 1 с*___ с* dTi

( E - V ) ( E - V ) ,

Е =  Ех -\- еЕ2 — медленно изменяющаяся энергия во втором приближении,

-период вращения в первом приближении. Урав-

( E - V )

нение (3) элементарно интегрируется в квадратурах, если в него подста
вить найденное в [11] второе приближение для медленно изменяющейся
энергии Е (т).

Зная уравнение (3) для фазы, найдем период вращения во втором 
приближении. Именно второе приближение периода дается формулой
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Т(х) =

( E - V )

2jt г E_dm_ _a_ V_
m 2 d x  d x  m

. E — V

(E -V )

-dy , (5)

о \  m ■
Показано, что (5) действительно представляет второе приближение 

для вращения: если t  и t  два момента времени, такие, что

t +T  '+ 0 ( 8 2).У{t) — УЩ =  2я, то t — t = Т К 2 

Зная Я и ■ф, найдем г/и у  по формулам
У =  У (Ё, “ф, т), ‘у  — у (Ё, “ф, т), (6)

представляющим решение невозмущенного уравнения (1). Для нахож
дения у я у  нет необходимости знать явный вид решения (1); так как 
уравнение (1) имеет интегралы, эквивалентные (6):

у
m (т) г/2 +  V (т, у) =  Е, dt]

J т/—о V m

= t — tn (7)
( E - V )

С помощью (7) получим выражения для определения у  и у
У t  •

_______ d r \ __________ Т0 (Ег)

)V- 2 л
К  ( £ i )  - Г  еф (Ev  Е2, х)]dt,

(Ег- V )

где 2я
(8)

Ф(Е1лЕ2, х) =
2л

тТ%
dy

dy-\-

(»)
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§ 3. Асимптотика по энергии

Рассмотрим случай больших энергий. В [10, 11] найдены асимпто
тические выражения для медленной энергии возмущенного движения в 
первом и во втором приближениях для больших энергий. Асимптотика 
по большим энергиям для систем типа (2) получена другими метода
ми [8]. Мы ограничимся случаем, когда f i ( r ,y ,y )  =  cpi(r,у ) ,  h i t ,  у ,у) — 
=  ф2 (т, У) У, т(%) =  1. Уравнение для фазы примет вид

______ 2я _

% - У Ж --------- ± z = r  [ v d y  +  * -  E_ l _  х
2я V 2£г J  V 2Ег

о
2я

0

Для периода вращения во втором приближении получим выражение
2Я

Т(x) =  - p = = r ( l - s - ^ - )  +  ~ i  ( l - e  —  [vdy +  0 (— V
У Ъ Е Х \  2 Е г )  (2 Ех )!* \  2 Ех )  )  \  £ а )

Координата и скорость находятся по формулам
t  2Я

л+оШ.
2 £ j  /  V £

to 0

i w  -  У ( , ,  J  ( V W  +  e р | = ) Л )  +  0 ( 4 - ) .
0̂

§ 4. Физические примеры

Рассмотрим маятник Эйнштейна (математический маятник, длина 
которого медленно изменяется под действием внешних сил) во враща
тельном режиме. Уравнение движения такого маятника имеет вид

I*2 (*) у] +  g* (*) sin у  =  0, т =  et,
at

где л:(т) — длина нити, g  — ускорение свободного падения. Эта задача 
рассматривалась в [10, 11], где получены выражения для медленно из
меняющейся энергии в первом и во втором приближениях. Ограничи
ваясь случаем больших энергий, получим период вращения во втором 
приближении

т (+\ —  — (1  _  я _|— 2ng ( \ — 8 ?.Е™.) —  Л- o f  - 1—\



и координату и скорость маятника
t t

X3 — 4  Г dt

я2 1 *2*о J
to tn

t
„3

+  8
g E j  о *3 + * o  ( d t _ ^

&  „ X3 —  X?

(2 £10)3/* 4  J  *2o to

у  (t) =  V W *  +  - t = -  — ^ * - -  - % 3  ^  x
*■ / 2 Я 10 • /  2£10 x\

t

x [ l - c o s ^ £ 10( l  +  e ^ )  J 4 ^ ] + 0 ( i ) .

Здесь E (tQ) =  £ 10 +  8£ 20, * (*<>)■ =  *<>•
В качестве второго примера 'рассмотрим обобщение уравнения Ван 

дер Поля. Этот пример исследовался в [8]. В [10, 11] найдена медленно 
изменяющаяся энергия в первом и во втором приближениях. Уравнение 
движения имеет вид

y  +  k2siny  =  e(a — bsin2y) у,

где a, b, k — функции медленного времени x -e t -  Ограничиваясь случа
ем больших энергий, получим выражения для периода вращения, коор
динаты и скорости в следующем виде:

™ 2л
[Y  2£i V ЧЕы) / а  (2EU) '- V 2Е „) а п V, £* )

у  ( 0 = у щ ^  (1 +  . - £ )  f v ? d t + ( 1  - .  А . )  +
/о 0̂

+1у к ( ,-+в^ ) т / ^ Л+°(т)-
tо

X [1 - c o s  у щ ,  (1 + : . ^ L )  j W ]  +  0 (JL ).
to

Здесь
t  dk

х  p 2 f t — —  (2a  —  b ) k *

a (t) =  exp j J  (2a — b) d tj , (J (t) =  a \ ------------  --------------dx,
to to
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Пусть а =  const, b =  const, k =  const, t0 =  0. Имеем

( - т ) '

1

В заключение отметим, что этим методом можно найти приближения 
более высоких порядков, а также рассмотреть случаи, когда правая 
часть возмущенной системы (2) явно зависит периодически от време-
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