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ФЛУКТУИРУЮЩИХ СИГНАЛОВ

Задача обнаружения сигнала в шуме заключается в том, чтобы по 
результатам анализа принимаемого колебания, которое может быть 
либо шумом, либо суммой сигнала и шума, определить, присутствует 
сигнал в принимаемом колебании или нет.

Во многих случаях эта задача решается с помощью теории про
верки статистических гипотез Неймана—Пирсона. Согласно этой тео
рии оптимальный приемник обнаружения сигналов в шуме должен об
разовывать отношение правдоподобия

А =  Р(*1»--ч*яП)
.................* я |0 ) ’

где (хь ..., х п \ \ ) — плотность вероятностей выборочных значений 
принимаемого колебания х и ..., х п, при условии, что на входе приемника 
есть сигнал плюс шум, р (х ь ..., хп | 0) — плотность вероятностей, х и ...,хп 
при условии, что на входе приемника один шум и сравнивать его с 
порогом обнаружения h. Если отношение правдоподобия, вычисленное 
за фиксированное время, превосходит порог обнаружения, то считается, 
что на входе приемника есть сигнал плюс шум. Если A < h,  то считает
ся, что на входе приемника один шум. Качество . работы приемника 
обнаружения характеризуется вероятностью ложной тревоги а и веро
ятностью пропуска сигнала р. В теории проверки статистических гипо
тез этим ошибкам соответствуют ошибки 1-го и 2-го рода. Приемник 
обнаружения типа Неймана—Пирсона обеспечивает минимальную ве
роятность пропуска сигнала р при фиксированной вероятности ложной 
тревоги а.

В радиолокации возникает задача обнаружения флуктуирующих 
сигналов, которые представляют собой пачку радиоимпульсов, отра
женных от цели, причем можно считать, что флуктуации импульсов опи
сываются гауссовым законом распределения. Вопросы обнаружения 
флуктуирующих сигналов в шумах хорошо исследованы в случае не
коррелированных и полностью коррелированных сигналов [например, 
1, 2].

В настоящей работе рассматривается более общий случай обнару
жения гауссовых коррелированных радиоимпульсов в гауссовом кор-
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реляр о-ванн ом шуме. Для решения этой задачи удобно ввести в рас
смотрение компоненты принимаемого колебания хг- и Уи определяемые 
соотношениями

i& xi
х. =  у  (£) cos (о t dt,

КI

*&х1
[ У( 0 s in ®tdt ,

i.I

i =  1 , . . .  n ,

где y(f) — колебание, принимаемое в течение времени tt <  t <С tc -f  t t. (сиг
нал плюс шум или один шум); tt —: момент появления на входе приемника 
i-того импульса, х{ — длительность r-того импульса; со — несущая частота 
радиоимпульсов, п — число импульсов в пачке. .Задача обнаружения пачки 
из п радиоимпульсов эквивалентна задаче обнаружения компонентов им
пульсов хх, . . .  хп, ух, . . .  уп. В ряде практически важных случаев можно 
считать, что совместное распределение компонентов хх, . . . х п, ух, . . .  уп 
является гауссовым.

Обозначим через р(Х| 1)  плотность вероятностей компонентов прини
маемого колебания X  =  (лгх, . . .  хп, ух, . . .  уп) при условии, что на входе 
приемника есть сигнал плюс шум; р(Х  |0) плотность вероятностей X при 
условии, что на входе приемника один шум.

Вектор X  описывается гауссовым законом распределения с корре
ляционной матрицей К, элементами которой являются вторые моменты 
компонентов х% и Уг, обладающие свойством

xtxj  =  y&j, х {у} =  — xjyt, i, j  =  1 , . . .  п. (1)

Если на входе приемника есть сигнал -плюс шум, то

К  =  Ks +  K n  — K s+n , (2)

где K s  и K n — корреляционные матрицы сигнала и шума (порядок
матриц 2п-2п). Когда на входе приемника один шум, то /С— Kn- Е сли  
матрицы Ks+n и K n  не вырождены, то, учитывая сказанное выше, 
имеем

р  (X 1 1) =   --------— ---------п -  ехр / —  —  X T K t LhX ) ,  (3)
1 (2nr(detKs+N) ^  М  2 . ■s+* f  w

р  (X 1 0) = ------------1------- п -  ехр / — —  . (4)
1 ’ (2ny{deiKN)y* F I - 2 N J W

Отсюда следует, что отношение правдоподобия имеет вид

А -  {_detK^  ехр f_Lх тК~'X— ~  Х7̂ *  х ). (5)
(detKs+N )^  F 1 2 *  2 s+iV j w

Приемник обнаружения, вычисляющий отношение правдоподобия 
по этой формуле и сравнивающий А с порогом обнаружения, является 
оптимальным (для критерия Неймана—Пирсона). Этот результат был 
известен ранее. В настоящей работе р а сс м атр ив а ется задача расчета 
характеристик обнаружения коррелированных гауссовых радиоимпуль
сов в коррелированном гауссовом шуме.
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вида
Очевидно, что оптимальная обработка (5) эквивалентна обработке

Z 0 = X ? { K J - K j I n) X (6)
(так как константы в формуле (5) можно ввести в значение порога об

наружения).
Из (6) следует, что при некоррелированных флуктуациях импуль

сов и некоррелированном шуме оптимальная обработка принимает вид

В более общем случае обнаружения коррелированных импульсов в кор
релированном шуме обработка типа (7) является неоптимальной. Для 
определения ошибок обнаружения 1-го и 2-го рода в работе [3] предла
гается (метод расчета функции распределения напряжения на выходе 
устройства, осуществляющем неоптимальную обработку коррелирован
ных сигналов типа (7). Расчет характеристик обнаружения флуктуирую
щих сигналов при оптимальной обработке производится с помощью 
приближенного метода, развитого Миддлтоном [4], .который состоит в 
аппроксимации величины Z 0 рядом Эджворта- Недостатком метода яв
ляется то, что аппроксимация является удовлетворительной лишь при 
тк <'тп. где тк — время корреляции принимаемого колебания, тп — вре
мя наблюдения всей пачки сигналов.

При тк> т п для расчета характеристик обнаружения нельзя пользо
ваться рядом Эдтварта [4]. Поскольку этот случай весьма часто встре
чается на практике, то представляет интерес разработать методику 
расчета характеристик обнаружения и для этого случая.

В настоящей работе вычислены точные выражения для ошибок оп
тимального приемника обнаружения флуктуирующих сигналов. Из об
щих соотношений выводятся также выражения для ошибок неоптималь
ного приемника обнаружения типа (7). Полученные формулы позволя
ют сравнивать качество работы оптимального и неоптимального прием
ников обнаружения.

Вероятность пропуска сигнала р и вероятность ложной тревоги а 
для оптимального приемника обнаружения определяются соотношения
ми

где г0 — порог обнаружения. Аналогичные соотношения имеют место 
для неоптимальяого приемника, обнаружения

Так как корреляционные матрицы Ks и K n  положительно опреде
лены, то всегда найдется матрица G такая, что

П

z*=2 (*?+*?)■ (7)

(8)
2 0< г  о

(9)
£0>Г о

G t K s + n G  =  J I 1* 1 | ,  G t K n G  =  I I  ь и  | | ,

Си-/> 1 ......./ =  1. . - . ,  2л),
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где jij, [х2, . . .  \а2п — корни обобщенного векового уравнения
det {Ks+n — == 0.

Учитывая (6), (3), (8), дважды делая замену переменных
(10)

получим

1
2л

(2п)п п  ([А/ — 1 )*̂2 2я
/ - 1  2  ы/< г° 

/=1
Аналогично предыдущему

2л

J (11)'

° =  ----- "------------ -- j

/=  1

2rt

>Г0

Соотношение (11) и (12) можно записать в виде
2 п

О г* /* /
Р =  ----------2л

(2я)” I I  (M-у 1) /2 о -о о  /=1
/ - 1

—оо /=  1 /  = 1

X d i^ , . . .  du2n, (13)
ОО ОО 2п

а  = - - - - *  2 , .V, J  rdr\ 6 ( rS-  2 “? )  е*Р X
w n ( ‘^ )  '•

/ - 1

2n

X {  2 S  | V - 1  u j } d u l ’ - - - d u 2n- 
/=1

(14)

Для дальнейших расчетов воспользуемся интегральным представлением 
дельта-функции

2 п оо 2п

e(/2-I> 0 =i H  “p{-®('j-2^ )}<w- (15)
/  = 1 —ОО /=1

Подставляя (15) в (13), (14) и интегрируя по иг, . . .  и2п, получим

Р
1 е,-£6 г2

2га ] 2 я
2*я П 0 х у - 1 ) / *

/ - 1
/ = 1
ПГ— — - < e ]1 1 L 2 (juy- — 1) V.

а  =
1

оо ооW —гб/-2

' • f i ( ' - i )  ■■
/ - 1  /=1

d0, (16)

d0. (17)

i)
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Корни уравнения (10) совпадают с собственными значениями матрицы 
__ \_ __

К м 2 KS+NKN 2 . Эта матрица обладает тем же свойством, что и матрицы 
Ks+n и K n , для которых выполняются условия (1). Отсюда вытекает [3], 
что значения fXy / =  1, . . .  2л четнократны (р-/ =  \ьп+] j  =  1, . . .  п. Благо
даря этому выражения (16), (17) упрощаются, что позволяет в явном виде 
вычислить интегралы. Разложим подынтегральные выражения

____________ 1____________  ______________ 1_____________

П г— !— _ ,-в] п г—- —-1-9 ]* Н  2 ( ^ - 1 )  _ 1 1 L 2 (Цу — 1) J
/ = 1  7 = 1

на простейшие дроби, затем проинтегрируем по 0 и г. Если предположить, 
что все Цу j  =  1, 2 , . . .  п различны, то получим

1
П

П (Му 1) ^  
/=1

Му—  1

П ( ^
------- fl — ехр Г--------- —-----][,
1 x 1  L 2 ( ^ - 1 )  JI

Цj — l

(18)

а =
1 —

n ( ' - i ) - n ( *
/=1 /=1 

1Ф1

Му

V-j—  1

Аналогично для неоптимального приемника получаем
П

1
Р

/=  1 
т

ехр (--------W _ \  (19)
М  2(цу —  1) J

(20)

«  =  - Г —

Д * ' п
/=1 
т

1
ехр

£ ■ >
(21)

где Vj =  vn+jj =  1, . .  • п — собственные значения матрицы Ks+n ,
%. =  Kn+ij =  1, . . .  п — собственные значения матрицы K n .
В случае кратных значений ^  j  =  1, 2 , . . .  п расчетные формулы для

(3 и а значительно усложняются. Пусть ц2, . . .  — корни уравнения
k

(10) с кратностями 2а,, 2а2, ........ 2ak, так что 2  ai =  n. Из соотношений
i= i

(16), (17) можно получить

Р = -------^ £  £  C”'Y \т ' 'гл ^ Г ц -]’2я П (Н7 — 1) )J
/=1
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а =
2я

S T ^ S S M - . T i J h r ] 'П , ) ,-,-1
*=1 .

где
х т—1

(т, х) — J  е-Чт~ х dt =  (т — 1)! ĵ l — егх —
о <7=о 9

т— 1
Г (т , *) =  J  е~Чт~ х dt = (т — 1)! егх ^

л: <7=0

X1?
?!

С' =
т —д, а —т

(_1) ^ (Ц / —l)m d*
/я/ (а/ — т )! (/и — 1)! ф Г Lntiô -Г. 1

/=i р—

m-а , а ,—тп
с „ _ ( —1) *2*(|i/ — 1)OT d 1

ml (а; — /п)! (т 1)! df l

/= 1 l+l 2(|хг— 1)

Аналогичные соотношения можно получить для неоптимального приемника 
Рассмотрим подробнее случай, когда шум является некоррелирован

ным, при этом корреляционная матрица шума имеет вид Kn  =  о^Цб -̂И, 
где o2n — дисперсия шума.

Пусть компоненты х( и y-s независимы, тогда корреляционная матрица 
сигнала имеет вид

Ks^ s , K's =  а |||Я „ ||, «, j =  1, 2 , . . .  п,

где о |—дисперсия сигнала, —коэффициент корреляции сигнала (/?и =  1).
Из соотношения (2) и уравнения (10) следует, что для этого случая

K s =

в формулах (18), (19) нужно положить [х, =  рХу +  1, где р = отно-
N

шение сигнал/шум, Я1(. . .  Хп — собственные значения матрицы / ? = | |^ | | .  
Приводим для сравнения значения |3 и а  для неоптимального приемника

р =  - 2 -

/=1
№/'

Т1— 1

I-о
где

х  =
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Проводя дальнейшую конкретизацию 'решаемой задачи, рассмот
рим случай экспоненциально коррелированного сигнала, при этом эле
менты корреляционной матрицы R определим соотношением

R{J- =  g—T»I‘—/I =  у I*—/I.

Собственные значения матрицы R  определяются соотношениями [5]

Я, 1 — у*
1 1 +  Y2 — cog 0у ’

где 0у- — корни трансцендентного уравнения
(1 + Y a)cos0y — 2у я

пд,- — arctg — ----- - - = —  (2/ — 1),
(1 — Ya) sin Qj 2

В заключение отметим, что полученные формулы для ошибок оп
тимального и неоптимального приемников 'обнаружения флуктуирую
щих 'сигналов в коррелированном шуме являются точными, причем они 
справедливы для всего диапазона изменения отношения сигнал/шум, 
времени корреляции сигнала и времени корреляции шума. Обычно рас
чет характеристик обнаружения флуктуирующих сигналов в шумах про
изводится с помощью ‘вычислительной техники. Полученные формулы 
также могут служить исходным материалом для табулирования харак
теристик обнаружения с помощью быстродействующей вычислительной 
машины. Проведение этой работы позволило бы сравнить качество ра
боты оптимального и неоптимального приемников обнаружения для 
любых 'параметров сигнала и шума.
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