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ОБОБЩЕННЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ ФОРМАЛИЗМ 
В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Рассматривается вывод уравнений гравитационного поля при наличии материи 
и законов сохранения энергии — импульса материи и поля, исходя из варьирования 
обобщенной плотности лагранжиана при переменной величине х. Роль лагранжиана 
в данном случае играет гДе R  — скалярная кривизна; и — переменный пара
метр, характеризующий гравитационные взаимодействия. В пределе получаются обыч
ные уравнения гравитационного поля и правильный псевдотензор поля, содержащий 
автоматически вторые производные. При этом существуют реальные гравитационные 
волны, переносящие энергию и в инерциальной системе координат.

Будем искать уравнения гравитационного поля и законов сохра
нения в общей теории относительности, используя точный вариацион
ный формализм.

Обычная процедура выделения дивергенции, в которую входят вто
рые производные gih, не является ковариантной и как известно, не при
водит к удовлетворительному псевдотензору гравитационного поля и 
законам 'сохранения энергии — импульса.

Поэтому варьирование скалярной кривизны будем проводить с уче
том вторых производных gih. При этом не будем полагать, что на ги
перповерхности 6 Г ik = 0 .

С самого начала несколько обобщим задачу и будем полагать, что
8я G п«гравитационная постоянная» х — —-— , где и — ньютоновская «гра

витационная постоянная», может быть переменной и даже тензором, 
поскольку связь между тензором поля и тензором материи в самом 
общем случае может быть тензорной.

Основной тензорной величиной, характеризующей свойства прост
ранства, является тензор кривизны

т\1 _ im  | -р/ •p/i -prt / 1 ^

* ~  ~дх™ дх*~ ik ~  Ш ' '  '

Введем тензор (или псевдотензор)
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«обобщающий» гравитационную постоянную %, причем — различные 
параметры, отличающиеся от gik и их производных, например, координаты хК 

В частном случае тензор В™ должен иметь вид
п/й 1Вг ——■ Ог■ К (3)

Введем также тензор А1т, обратный тензору ВГ» с помощью обычного соот
ношения В? А1т =  Ь1Т. В частном случае Alm ==

Образуем обобщенный тензор 'кривизны 4-го ранга и свернутый 
тензор 2 -го ранга.

(4)

(5)

R’irk — B?Rlmk> Rik ~  R?lk =  B?Rimk- 
Образуем также обобщенную скалярную кривизну 

R* =  =  gikB?mk =  B?Rlm =  BmlRmi.

Лагранжианом гравитационного поля можно считать скаляр L——-^R*. 
Запишем основное вариационное уравнение 

. f f /jZ ) ik
d g ik

* ih

+

дх1
yik

d2g L дх1 дх2
+ ^ z ^ L iV » > = o .

(6)

дх1 дх2

После преобразований оно примет вид

d ( V - g L )
Idgik

д  d ( j f — g L )  

дх1 . dgik +
аз

<52 gik +  ~ Y V - g T lk

где
дх1 дх2 дх2

_  d ( /= ^ L )

6gik =  0, (7)

ая(а>
6 Х<«) +

дх1
d t f - g L )

,  jV *
дх1

д d (V -g L )
дхг rik + d t f - g L )

rik дхг
дхг дх1 ' дх1 дхг

Вычислим вариации плотности скалярной кривизны

где
»(V -  gR*) = »(V̂gB̂R̂)+ в = о,

в, = в, (R) = - L , е = Rtt (в<* -  s og« ).
X

Преобразуя (9), придем к уравнению

В0 y^gbg* (Rik -  +  V ^gB 0̂ bRlk ̂

(8)

(9)

(10)

d B 9

dlnR -l-6 ( K = i e )  =  o
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или

+  в 0 ^ ^ г г г'>вк,6 ( 1 + ^ ^ - )  +  в ( 1^ :::гв) =  о. (П ) 

Используя уравнение (7), найдем уравнение поля

* .(>  +  — f - W  =  7'<4- ( %  +  p,.4), ( 1 2 )

где %ik и $ik определяются соотношениями

л/— itx. — д d (/~ -g9) а* д(У^~£в)
ik dg tk дх1 ^ d g ik дх1 дхг d*gik ’

дх1 ^ дх1 дхг

w -  -

причем
О) =  В0(\ +  ~ 1пВ° ) =  — ( l ----^iEiLV (15)

d i n R  J  и  V d i n / ?  J  v ’

Преобразуя (12), можно написать это уравнение в стандартном виде

Rik— ~ g i k R  = *Tik

или

2 
где

f a = r„(ta +  Рд) +  - т л +  *,*, (17)
причем

Если написать уравнение (16) ® виде
nft 1 fiftn I пй /'Т1*Ь I  ̂III X / 1 Q\^ ------O tR  =  xTi +  & -  **= х{7У +  г/ ) — о,/?—-— (18)

2 d in# ding
где

7 ?  =  Г ?-(т ,*  +  Р*),
n /fe d  In x . ‘ n  d In x

—  Л /  ”  ~  +  Д  ‘

(19)

din/? dins'
то мы (Придем к выражению, опубликованному и а ми в работах [2, 3]. 

Перейдем к определению величин Tik. Из (18) будем иметь

-  W *  =  -  *«"(*»  +  (У  +  «*“ » # » + ^ 4 = - « ( V ^ s B ) , (2 0 )
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причем вариация

a ( /= g 0 )-jL=- a (V=g&) = - = L J  6* (V - ещ +
У — S ' - V — S l ая<а>

Ь%а

где б* берется по gm и их производным.
Мы видим, что величины Тш являются компонентами тензора, кото

рый можно назвать тензором энергии — импульса материи, поскольку 
он определяется источниками поля (8 ), дивергенция которых не равна 
нулю. При этом мы получили уравнения поля из одного лагранжиана 
единым методом при варьировании лагранжиана ino gik и их производ
ным:

т , № * -  (*<* +  М  V 4 +  ( l ^ e ® )  =

2-  ■b(\T=rgp) =  О, (21)
у  — S

где р — полное давление среды. Подставляя в (7) L = L = p  при условии
(2 1 ), мы видим, что (7) будет тождественно выполняться-

В частном случае, когда Bik =  gikB0, будем иметь 0 =  0, xLk =  0.
\ —

В том случае, когда В0 — —  =  const, Tik =  Tik, мы придем к известным
обычным уравнениям гравитационного поля.

Вычислим величину

d(V=sL) =  a(/= jL) dgml djV ^L) a»g«*
дх1 dgml дх1 q d g lm дх1 dxk

д (V ~ g L ) dt*glm ,  a ( V ^ j L )
a* g lm dxl dxk dxr dzg ml dxl дхк dxr
dxkgxr dxk dxr

, d(V~gL) ая<«>
"t"' ал<«> dxl ‘ { }

Исключая из (7) и (22) величины придем к уравнению

dgml a (j/^gL) , ' d*gml &gml д(\T=gL)
dxk дх1 dgml дх1 дхг дхк gxr d2g ml

dxk дхкдхг

rml д д ( V -  gL)

дх1 дхт rml
дхк дхт

У — 8 т
ftnl

m l ' дх1

_ 6&a ( / - g L )  bk d ( V - gL) аа>>
1 dxk 1 дк(а) dxk

(23)

R*Отсюда при L =  —  получим

d {V — S h  ____ jT— g Tlm dgim ' ^
дхк 2 дх1

б у 2 ВМУ, № 1, физика, астрономия 6 5



где
2  tt =  tfR* — dR* dg tm

trn„ dg 
d - Vdxk 

dg lm d 

Y — g  dxl dxr

dxl
+

+  - 7 ^ = V - g

dR*
gzglm
dxkdxr

dR*

■,1m

dxldxr
+

giglm

dxkdxr
причем

D* _ D*_О d (Z -g Q )  _  d №
dx* d №  дх»

что дают законы сохранения.
Вычисляя правую часть из (25), придем к уравнению

(25)

(26)

2ti = b*R* (О
т 1т Л г  "I

дх1дх‘ дхгдх1

+т ark dS lm /3 dg im 
дх1 \  дхг

dglr
дхт

g im. dgrk

dgml i  _ s . k ,  d®____/ dQ
+  dxl §m l dxr I dgl™

rlm

dxl
+

dxr dxl

дв
airrlm

+  

Q2gltn 

dxldxr
dxkdxr

+
■ttnl

V — g  dxl dxr
a ( / -  g9)

лап- ml

dxkdxr
Поскольку

И - т в?4 г 0’
то на основании (16) можно написать

— (*??)!* =  0)- .k  +  VIX '
д In R d In а  

dxk d in  Д

+

(27)

(28) 

(29)

Принимая во внимание (17) и (29), можно уравнения сохранения 
(24) написать в виде

дхк
/ ~ е ,1т dglm

дх1

d in  R d ln x
дхк d in R v - g r i = v - g t , . (30)

где f t — компоненты дополнительной силы поля, возникающей из-за изме
нения к. Если В?  =  6{”В0, то (30) сохраняет свой вид. При этом 0 =  0,
хш = 0

о/fe _  5 * п* ю Г d2Slm rke  &gkr 1 _
2 Ш х г g glm dxrdxi J

Г „rk dS lm /3  dglm  _  2  dglr \  r*lm dglm dgrk
2 L dxl \  dxr dxm J S  dxr dxl

+

+  dxr dxl ( g  8ln
bkmbri). (31)
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Если В0 =  —  =  const, то alk =  О, f t =  0, и мы придем к тождественным
X

законам сохранения

+  7?)] =  0, (32)

где
дхк

Ат /_ Ял*» Лгр*̂ \ - f)etrkt rk _ 2  ^ - - 1  х  (33)
дл:г \  дхг дхт }  дхг дх1

дГг дТктгX $ R  +  gb>"— ^ f ------я т  дх1

Так как мы не иол ага ли на гиперповерхности бГ/* , то член вида 
Bik 8Rik можно интерпретировать как скаляр, определяющий источники 
поля-материи, а тензор Tf  получающегося при этом поля как тензор- 
материи. Таким образом, нам при выводе уравнений поля удалось избе
жать дуализма и вывести эти уравнения из одного (а не двух) -лагран
жиана.

В отличие от прежних результатов в наших выражениях для t\ 
автоматически содержатся вторые производные по х 1, что делает ре
альным перенос энергии гравитационными волнами и в инерциальных 
системах отсчета.

Эти же уравнения можно получить и применяя дуалистический
формализм, т. е. варьируя отдельно L—L g = -----— и Lm. При этом мы
автоматически получим уравнение (7)

(  d iV E S ^ _____д д* d { V ~ g L)
\  dg ik дх1 dg ik дхдх* d*dginа ------- q

дх1 дх!дх2

где под —  У  — gTlkbgik будем теперь понимать выражение

Y  V ^ i r a  8g« =  д » (а) -  « (V ~ g L m) =

_  д (У  gLg) si, ( а )__ д (V  gLm) &„ik / 3 4 ч
дЯ<«> dg ik

(Очевидно, безразлично, куда относить член — У  , 8к(а): к полевойд№а>
части уравнения или к тензору-материи; результат от этого не изменится.)

Все остальные выкладки, например, при вычислении ti , будут та
кими же, как и проделанные выше. Так, оба формализма (при6Г/*^0, 
и 6 Г/а = 0 )  дают один и тот же результат. Разница лишь в идеологии 
и методах рассуждений.

Поскольку мы ввели в рассмотрение некие тензорные или псевдо- 
тензорные величины В?  , то необходимо ввести и новый лагранжиан 
Lx (скаляр или псевдоскаляр), образованный из В ”  и его производных,
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порождающих новое поле (новые взаимодействия), соответствующее 
этому лагранжиану.

Действительно ли необходимо это делать?
П. Иордан [4, 5], развивая формализм с переменной скалярной 

величиной х, несколько аналогичный нашему, ввел, например, в рас
смотрение

,*  V д х  дх v  дх дх  ,ос;ч

^  =  =  Т  (35)
где у — 'безразмерная константа, этому лагранжиану соответствовало 
некоторое скалярное поле, характеризующее «рождение материи».

Новый лагранжиан вводить надо, но несколько иным способом, 
чем тот, которым пользовался Иордан.

В общем случае получаем

' <36>

где у — безразмерная константа, В — скаляр или осевдоскаляр. Оче
видно, что так же можно написать

(37)

где y — безразмерная константа.
Оба эти лагранжиана эквивалентны друг другу. Полный лагран

жиан

+  +  +  (38)

Считая, что В зависит также от параметров К(а), можно добавить 
к лагранжиану новый член, и в частности с какой-либо размерной кон
стантой, однако этого можно не делать.

Поскольку В "  пока произвольно, то можно написать

I  =  -  -L  g f *  =  — L  в г й  +  уц»  - ~ г ,  (39)

где 0Р — новые величины.
Следовательно, заменяя всюду В? на В? и опуская знак Д наверху, 

придем к прежним уравнениям. Если все же варьировать сумму L и ! к, 
то появятся новые члены в уравнениях поля и это приведет к тому, что 
определения 7ц и Та  будут иными. Добавочные члены можно «загонять» 
в Ти и Г*/, поскольку новое поле В повлияет и на материальный тензор 
энергии-импульса. Изменится также (Определение псевдотензора t), но вид 
уравнения поля и сохранения останется прежним. Поскольку и оба ука
занных тензора и псевдотензор определяются из конкретных задач, то 
введение Б-поля изменит только условия определения Ти, Т& и //, но не 
основные уравнения.

Вывод уравнений поля и законов сохранения из единого лагран
жиана при x= const имеет явное преимущество, хотя результаты полу
чаются одинаковые. В методе варьирования двух лагранжианов поля 
и материи должен быть изменен и лагранжиан материи за счет ее взаи
модействия с Внполем и вследствие того, что В может зависеть (долж
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но зависеть) от термодинамических параметров — давления и энтропии 
(Р, о).

В частном случае, когда ВТ =  , В == —  =  4Б0,и х

да—  _
Z =  - i -  +  4^ W  =  - i -  +  4v1 X  (40)

. .  g lk д In х  д In х
X дх1 дхк

Если L зависит от (р, о), то надо учесть и этот дополнительный 
ч л е н .  Однако поскольку в самом общем случае ( L = ( R ,  р ,  о )  р и с  —  

скаляры, a f ( p ,  o)=xp(R)),  то всегда L=^L(R).
Далее, очевидно,

— g lk d l n x  d l n x  __л ~~ g ik f  d i n  х \ 24v  8  d l n x  d l n%  — i x  g  f  d l n x  у  
Tl x  dxl dxk 1 x  \  d i n  R )

X

х - *Ъ Г - *Ъ Г - Г Ю .  (41)

В противном случае при варьировании надо учитывать производные по gik 
по х1 второго порядка. (Если эти производные учитывать, то, формально 
изменяя Ти, Ты и Т), придем к прежним уравнениям поля и сохранения.) 

Из (40) и (41), поскольку f (R)  должна иметь вид (исходя из размер-
— Rностей) /  {R) =  — Yo “ > находим 

2х

£  =  - S - < 1+ ^ —  (42)

В  частном случае изотропного пространства это сразу очевидно, 
поскольку

R = R (Q) =  const a~2, к = % (a) =  const a
и

LK =  const a-3 =  — Yo ~ ~  • (43)

При полном лагранжиане (42) ни уравнения ноля, ни законы со
хранения, выведенные выше (гари Yo=l), не изменятся.

При дуалистическом выводе этих уравнений соответственно изме
нится определение Tt , эта величина также войдет в уравнения с мно
жителем Yo-

Коэффициент Yo вычислим, исходя из конкретных условий, зада
вая вид пространства и вычисляя его полную энергию. Иными словами, 
Yo можно найти из законов сохранения энергии, сравнивая дифферен
циальные и интегральные методы определения энергии для Шварц- 
шильдовского пространства, где :при г -*оо можно интегрировать диф
ференциальные соотношения.

При этом оказывается, что y0 =
Поскольку имеет место уравнение

—  (*Г?)« =  0 . или -^ S iL  f  f  +  Т}л  =  0 ,
х д х х
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то, подставляя

получим

7? =  Г? +  а* =  77^- «  +  pj) +

d In я Tk , 1 Dk d i n  к  , Dk d
dx 1 x  l 'k d ln i?  ‘ dxk

- t f  +  Pha +  T>u  =  o.

R*d  In x  

x d l n R

d l n x  

x d l n R

(44)

Из вариационных уравнений, поскольку необходимо к Т* прибавить 
дополнительный тензор Тк£, связанный с В полем, следует, что

Сравнивая (44) и (45), находим

д  III X rpk iJ k  j a k \
a —

X

d l n R t i
ik

(45)

(46)

В частном случае, когда В? =  —  6f , х£
х

d ~

в + н я г 16**)»
d l n x  d l n R Т)--

d— х
d l nR

(47)
d i n ' r V ’s d l n R  dxk

Соотношение (46) или (47) полностью определяет дополнительный тензор 
Т\. Очевидно, что в последнем случае
И

Ti +  T i^ t 1т},
к

где Yo —const, поскольку все величины зависят только от а. Далее 
очевидно, что уо =Yo> поскольку при нашей манере написания .в слу
чае вид уравнений поля не изменяется по сравнению с классиче
ским вариантом, когда x=const, а левая часть %~а  множится на уо.

В дальнейшем будем, как правило, исследовать подробно только 
этот частный, но исключительно важный случай, поскольку только он 
может быть в какой-то мере практически проверен. Общий неоднород
ный случай введения В ?  пока вряд ли заслуживает более присталь
ного внимания, чем изучение его в самом общем виде.
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