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АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ

Введение

В предыдущей работе [1] мы вывели дифференциальные уравнения 
для оскуЛирующих гиперболических элементов типа Лагранжа и полу­
чили разложение пертурбационной функции для случая гиперболиче­
ского движения по степеням отношения полуосей в двух вариантах: 
внутреннем и внешнем.

В данной работе мы даем формулы, определяющие возмущения" 
первого порядка гиперболических элементов для обоих вариантов: 
внутреннего с точностью до третьей степени отношения полуосей и 
внешнего с точностью до второй степени отношения полуосей.

При нахождении возмущаемого тела в непосредственной близости 
от возмущающего элементы первого претерпевают сильные изменения, 
так что рассчитанные нами возмущения дают недостаточно точное 
представление о действительных возмущениях. Поэтому нужно произ­
вести дополнительное исследование возмущений элементов при про­
хождении возмущаемого тела через сферу действия возмущающего.

§ 1. Начальные члены разложения пертурбационной функции

Выпишем начальные члены полученных нами разложений [1] для 
двух вариантов, ограничиваясь членами второй степени отношения 
полуосей включительно. Нетрудно убедиться, что формулы для этих; 
разложений имеют следующий окончательный вид.
Для внутреннего варианта

a,Rx =  — [—  ] ГГ —— 1— — cos2i ^— — sin2i cos 2A,cos2ji/V +4 \ cij 12 4 2

+  ~  sin2 i sin 2X sin 2pwJ 1 +  -- -----2e ch и +  ch2«J -f

+  cos 2[W |(3  -f- cos 2i) cos 2co cos 2A, — 4 cos i sin 2co sin 2A.| -f-
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Д ля внешнего варианта:
оо

r(o.ja)¥ f 0) (е) • E~vu +  ^  [cosF {cos coYiU) (е) — sin oM M)«)} +
v —1 | v--2

+  cos i sin Г {sin (o4rv 1) (e) +  созсоФ^Л) (e)}]-E~vu—
oo

— -1  ^  j^cos 2Г j-i-  (3 4- cos 2i) p i f ’2) (e) cos 2co — O f 2) (e) sin 2co) +
v —3 '

1 j ' ■ ‘T
-f —-i sin2 i ¥ v ,0) ( e ) |- f  sin2Гcos t {¥v,2) (e) sin 2 (0 -f :

- f  ,2) (e) cps 2co}. -f- ~  sin2 i {¥v,2) (e) cos 2co — ф ^’2) (ё) sin 2u)} -f- 

! +  ^ ’0) (e) (1 +  3cos2i)J E~vu +

+ ................................................. -
a \ 2 [{cos to cos Г -+- sin co sin Г cos i} (e — ohu) —

— Y e 2— 1 {sin to cos Г — cos ©sin Г cos i} sh u], (2)

где R 1—  функция, связанная с пертурбационной функцией R соотно­
шением

R  — k-nijR^ (3)
.a nij — масса Юпитера *.

Далее, через а в этих формулах обозначены действительная полу­
ось, е — эксцентриситет и о — угловое расстояние перицентра от узла,
i — взаимная наклонность плоскостей орбит; X определяется формулой

X . рЛ 0̂ -j- Q, •

где ~ г , т- 6. отношение среднего движения Юпитера к аналогу 
среднего движения кометы, N0 — аналог средней аномалии в эпоху,

* Возмущающее тело называем Юпитером, а возмущаемое — кометой.



£2 — долгота узла кометной орбиты, u, N  — аналог эксцентрической и 
средней аномалий, они связаны аналогом уравнения Кеплера

е sh и — и = N — п' (t — *0) +  Мь

Г — 0j—Q, где Oj—; долгота Юпитера. Наконец, 4fv”’s) (е), (Dv"’s) (е) неко­
торые функции от эксцентриситета, определенные в работе [2 ].

§ 2. Преобразование дифференциальных уравнений 
для гиперболических оскулирующих элементов

Пертурбационная функция для обоих вариантов — внутреннего и 
внешнего — имеет, как было указано, форму (3). Заметим, что, прини­
мая массу центрального тела за единицу, получим

п2а3 = k2 (1 +  т),

где т — масса кометы. Следовательно, можно представить (3) в виде
П1\

R =  — л З Д ,.
1 т

Следует указать, что е входит в правые части выражений (1) и (2) 
явно, а также через и\ через и входит и No. С другой стороны, нужно 
обратить внимание на то, что co s^  зависит только от Q
из элементов возмущаемой гиперболической орбиты.

Далее, R, как видно из формул (1), (2), выражается через элемен­
ты орбиты, f y ' u  и где q', q " — целые числа. После некоторых
попыток мы решили взять в качестве новой независимой переменной 
ёналог эксцентрической аномалии и вместо t и разложить по
произведению кратных $и на кратных и. Тогда и только тогда
при интегрировании уравнений для оскулирующих элементов получа­
ются табличные интегралы.

Приступим сначала к разложению Имеем

cos # V  +  j  sin qf>N = EmN = Eime sh u~u\  (j  =  ] / —1 ).

Обозначая Ea через z и используя разложение производящей функции 
функций Бесселя, напишем

-^ -(z -z -1) +<*>
Е1Ф shu _  Е 2 = ^ ]  rv (jq$e) z \

• V “ — о о

где через t v (jq$e) обозначена функция Бесселя индекса v и чисто мнимого 
аргумента (jq$e).

Используя свойство функции Бесселя, напишем
— 1 -|-00

Е 1ф  sh« _  V  Tv (jq$e) zv +  To (jqfie) +  ^  tv (jqfie) zv =
V = —oo ' * V = + l

00

=  0 Ф )  +  J ]  '{Tv (jqf>e) zv +  (— 1 )v Tv ( jq$e)  z~v] =

V—1
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=  *o (jq&) +  2  ]£]
V =1

t v (jq$e) E vu  +  (—  l ) v £ "

*o Ш М  -+- 2 V  [t (jq$e) ch 2v и +  x (jqf>e) sh (2v — 1) u]. (4)
2v  2v— 1

v=l

Нетрудно убедиться, что

*(/*) =  (— J)v 7  (*). * (/*) =  — / (— l)v /  (*),
2V; 2v 2 v — 1 2 v — 1

где

/(x ) =  v l

Y=0
-.0

Очевидно, /  (л:) — абсолютно сходящийся ряд при всех значениях х, при-
v

чем для этой функции построены таблицы.
Умножая (4) на — cos qfiu,— j sin q$u и отождествляя действи­

тельные и мнимые части, получим
ОО ;

sin = ^- I (q$e) sin q$u — 2 V 1 (— 1 )v [/ (q$e) ch 2\u sin g$u +
0 2v

V =1

-f /fafte) sh (2 v — 1 ) м cos <$и],
2 v — 1

cos q$N — /  (<7^e) cos q$u +  2 V  (— l)v [I (q$e) ch 2yu cos q$u —
0 A J  2V

v ~ l

I  (фе) sh (2v — 1) и sin q$u].
2v—1

(6)

Перейдем теперь к определению дифференциальной зависимости новой 
независимой переменной и от старой t. Продифференцировав и по t, получим

du ди
dt dt +

/  du \
\ d T  ) ’

duгде I — ) — производная, соответствующая зависимости возмущенного а от 
\ dt /

времени, но только через посредство оскулирующих элементов.
Применяя основную операцию к формуле г =  a (echu — 1) и учиты­

вая, что
ди
dt

/г-
е ch  и — 1

окончательно получим
du
dt

А
е ch и —  1

где

Л = 1  +
trij a (echu— 1) 

1 +  m  е2 sh  и
{(1 -f- е2) ohu— 2е} • dRt

ж
]/е 2—г 1 ch и •

<?/?!
дсо
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Тогда уравнения для гиперболических оскулирующих элементов преобра­
зуются к следующему -виду:

da 1 2m; о ,  ,а2 (е ch и — 1 )
du А 1 -\-т dN0

de 1 т} : ( е2 — 1 dRx V  е2 — 1 dRt  )
---- =  — ------- а ( е с п и ~  1 w ---------------- Ч------------- - ' -----~\
du Л 14 ~т \  ̂  dN0 е да> )

dN0 1 Щ i , 1 ч fo 2 dRl a{e2 — \)
du Л 1 +  m

dQ 1 . m i  a cosec i dR-,
=  — I------^ = =  e c h a - 1 ) — — , (7 )

du A  1 +  m V е2 — 1 di

d v  i mj  n f  a / e 2 — 1 dRi  , a c t§ 1'
da А 1 +  m \  e де Y e 2-— 1 di

di 1 mj  , , Г a c tg / a cosec I dRy
—  =  --------------(e ch « — l) | - 7 = r ------------ - =  • -----

du A  l + m  U^e2— l dco Y e2— I dX

Вводя вспомогательные величины Ьъ L%. . .  L6, при помощи равенств

dLi l* 2m> 2 / u n• a (e ch и — 1 )
du A  1 +  m dN,

dLz 1 Щ a - / e2 _  r
(ech«— 1 )

du - A  1 -fm  e dm

dL3 1 2mj „ , , . ,
a2 (e ch м — 1 )

du A 1 4- m da

d U  1 mi a(e2 — 1) /  f _  dRi
(e ch u — 1 )

du A  1 -j- m e de

dL5 1 rtij a cosec i  ̂ч dRx
(ech U— 1 )

du . Л 1 +  m у  e2 — 1 di -

d i , 1 m j a cosec i dR,
-------1------ ~ = L .  (e ch и — 1 ) — (8 )

du A  l +  m / е 2 — 1 dX ■ '

уравнениям (7) можно придать следующий вид:

da dLi de 1 e2 — 1 dLi
- +  ■

dL2
du du du 2 a e du du У

dN0 dL3 dL$. . dQ dLs
du du du du du

dm 1 dL 4 • dLb . cos I . di e ctg i dL 2 dLs
du Y e 2— I ’ du du

17<N1I

du du

Если хотим определить возмущения гиперболических элементов 
6 (,Ч  6 (1Ч . . .  , 6 Р  первого порядка относительно возмущающей массы, 
то при интегрировании уравнений (8 ) нужно, с одной стороны, считать 
элементы постоянными, с другой стороны, нужно взять Л =  1 . Обозначая 
Llt L2 . .  L6 в этом случае через L\ \  L(2!) . . .  L(i \  получим
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£<■>, 8('V =  — L i ! z d L<'> +  z.№
2a e

d ^ N o ^ L ^  —  L P ,  6 (1)Q = 4 I}, 

d(o(I) =  — — — : L\l) — cos 1X5 ), 6 /■) =  ——— ctg iL21( — ̂Le}. (9)■j/ e2— 1 e2 — 1

§ 3. Возмущения элементов первого порядка

Нами получены все приближенные выражения L\l\  L{x\  . . .  , L(iK  Од­
нако здесь считаем возможным привести формулы только для Li(I), Lq \  Lq\  
позволяющие, как видно из (9), определить приближенные фррмулы для
6(1) б(1) б(1) и а  > V e  > •

С л у ч а й  в н у т р е н н е г о  в а р и а н т а .  Прежде чем привести форму­
лы, определяющие L\l\  L(i ] в случае внутреннего варианта, введем 
некоторые обозначения.

и)
Обозначим чфез II (и) (I =  1, 2, 3, 4) интегралы следующего вида:

а,Ь
(1) с <2)

II (и) =  \ sh аи sin budu, II (и) = \ sh аи cos budu,
a ,b  ■ а,Ь  -

(3) Г (4) Г ,II (и) =- ch аи sin budu, II (и)— спаи cos budu,
п и ' J п h Vа,Ь а,Ъ

(/)
Обозначим, кроме того, через Х(и) (I =  1, 2, 3, 4) • интегралы следую-

«,(/
щего вида: •

(1) р (2) f
Х(и) =  \ sh аи sin q$N du, Х(и)  =  \ sha«cos<7jWflf«,
a,? J a,(? ^

(3) Г- (4) p
X(w) f= \ chdasin X(a) =  \ diauco$q$N du. (10)
a ,q  ^  a , <7 ^

Подставляя вместо ^ < 7 !^  в (10) их разложения (5), (6) и интегрируя (10), 
получим

(1) (О г (О (И
X {и) =  I (qfie) II (и) +  У  ( -  1 Г  I (#?) {И (и) +  II (и) } + .
a, q о а,(?р l-2v а+2 v,<?f5 а —2\’,<?Р

+  1 (q$e){ l i  ( а ) - И  И  }],
2v—1 a+2v—l.^p a—2v+l,i?p

(2) (2) 00 (2) (2) ;
X (и) =  Цфе) и (и) +  У  ( -  l)v [ I ш  { II (и) +  11 («) } -
a, q 0 а,<?Р ^  2v a+2v,<# a-2w/f5

( 3) ( 3)
— I (qfte) {II (и) — II И,

! 2v—1 a+2v—1,(?P a—2v+l,<?P

(3) (3) ' r  (3) (3)

X (u) =  l(q№  II (и) +  У  ( -  1Г I (<№) {II («) +  И (“) I +
a,q Oi a,q$ ^2v a+2v,q{i a —2v,?P

(2) (2)
+  1 ( # 0 { п {и) — II («)}], ;

2v—1 a+2v—1,?P a—2v-{-l,q&



х \ и )  =  I {<fie) П(и) +  2  (— 1)* [ Цфе) { И'(и) +  Н (и) ) -
a ,q о a,q$ 2v a+2v,<?P a—2v,q$

- I  (<rfte){II*'*(«) — Il’(«) ■}]. (U)
2v—1 a+2v— a—2v+l,gP

Заметим, что операция почленного интегрирования, выполненная для 
получения (11), является законной, поскольку ряды (5) и (6 ) являются 
абсолютно сходящимися.

Теперь мы приведем окончательные приближенные формулы для 
L\l), L4\  полученные путем интегрирования уравнений (8). Считаем
элементы постоянными и принимаем А =  1 .

. J - 1 11’ =  _  JL  ГГ± ( J L V  Г (±  +  _L cos 2 i V -  2е ch и +  ch 2и) +
а 1 1 +  от aj [L 4 V aj  /  1Л 1 2  4 Д  2  /

t (2) (2) i (i) (l)
-\—  sin2£ cos2X {—2eX  (и) +  e2X  (u)} -|----- sin2 i sin 2К {— 2eX (и)+е2Х(м)} +

2 1,2 2,2 2 1,2 ’ 2,2

1 , (2) (2)
H-----{(3 +  cos 2 t) cos 2 cocos2 A,—4cosisin2(osin2A,} {— 2 eX(u) +  (2 —e2) X («)} +

4 • • 1,2 - 2,2

1 ■ i (1) (I)
-j— {(3 -fcos2 i) cos 2co sin 2Я -(- 4 cos i sin2cocos2A,} {— 2eX(u) +  (2—e2) X (w)} +  

4  1,2 2,2

+  i- sin2t cos2a>|— 2echw +   ̂1 -— ^  ch2«j — ~ Y e 2— 1 {(3 -f cos2i)

( I) . (4)
X sin 2co cos 21 +  4 cos £ cos2co sin 2A,} {2eX (и) — 2X (u)} —

1,2 2,2

(3) (3)

X

------Y'e2— 1 {3 +  cos2 i) sin 2 wsin2 A, — 4costcos2a)cos2X,} {2eX(u) — 2 X(«)}
4 1,2 . 1,2

— j  Y e 2— 1 sin2 i sin 2 co {2e sh и — sh 2u) J +  . . .  ] +  const.

(l) m j  a  Y e 1 —  1,(l) mj  а У e2 — 1 Г Г 3 /  a \  2 Г 1 . .L2 == -------------- --------— — ( —  ) — { — (3 -f cos 2i) sin 2a) cos 2% —
l +  m aj e I. L 4 V aj J  \_ 2 1 V ‘ ’ .

/- r; (4) c (4) . 1  (4)
— 4 cost cos 2 © sin 2  A-} J -------e2X(u)  ------ e(e2 +  2  ) X ( u ) ------- (e2 +  2 )X(u) —

I 2 0,2 4 1,2 2 2,2
e „ : «) " v  1  ̂ ■-------(e2 — 2) X («) M—  {— (3 cos2i) sin 2© sin 2% +  4 cos t cos 2 w cos2 A) x
4 3,2 J 2 ' : , J

г  Г, (3) Г (3) , (3) (3)
X { -  4 -  e2X («) +  - f  « (e2 +  2) X  (u) -  -i- (e* +  2) X (u) -  -f (еа-2)Х (и)}  -

I 2 0,2 4 4,2 2 2,2 4 3,2

— sin2 i sin 2ti> ̂ ----   e2u +  e (e2 -(- 2 ) sh и -----  (e2 -f 2 ) sh 2 и

---- (e2 — 2) sh Зг/J ,--------]Ле2 —г 1 {(3 +  cos 2i) cos 2w cos 2A, —

< - (2) (2) (2) 4
— 4 cos i sin 2cosin 2Ц | -------eX (u) +  (1 +  e2) X  (u) — ■— X  (a)I —

I 2 1,2 2,2 2 3,2 J



X

—■ — j / e2—1 {(3 + cos 2г) cos 2(0 sin 2X-}-4 cos г sin 2 (o cos 21} x

(  5  0 )  „ (0  e  (О л г  к '
J -------eX(u) -f  (1 +  e2) X(u)  — — X (и) i  4- sin2 i cos 2(0 i ------  e ch и 4-
l  2 1 ,2  2 , 2  2 3 , 2  J t  2

4 - —  (1 +  в2) ch 2u-— ch 3и
2  ̂ 6 }J 4- . . .

^ ( 0 ^  r tij  cosect 

6 i +  tn У e2-— 1

4 - const,

t  [ [^ ( sin*(sin 24 ~ (1 + $ и)+
4----- e (e2 4- 4) X  (и) — ----- X  (и) H----- X  (и) I 4- sin2 i cos 2к x

4_ 1,2 2 2,2 4 3 , 2  J
f  /  3 g 2 \  ( 3 )  3  ( 3 )  3 g 2  ( 3 )  e 3  ( 3 )  "4

X 4 f  1 4~ ~̂ r ) X  Ku) 4- —  e (б2 4“ 4) X  (и)----- — X (и) 4— — X  (и) I  4-I ч 2 /  0,2 4 2 , 2  2 2 , 2  4 3 , 2  J
Г ( с: (4)

4- — {— (3 4- cos2i) cos 2(0 sin 2 Я — 4 cos г sin 2 (o cos2?i} | -— ;e2X (и) 4 -

+  ~  e (e* +  2) x \ u )  -  ±  (e* +  2) X(u) -  - f  (e2 -  2) X  (a)) +
4 1 ,2  2 2 , 2  4 3 , 2  : J

(4)

14- {(3 4 - cos 2i) cos 2(0 cos 2% — 4 cos i sin 2© sin 2Ц | -

c e  ( 3 )  i (3 )

4- (e2 4- 2 ) X ( u ) - ±  (e2 +  2)X(a) — - f  (e2-
4 1,2 2 2,2 4

’ ( 3 )

Ц - X(u) +  
2  0,2

(3)
X

3 , 2

i  ____ _ / e (2)
—■ — У e2— 1 {— (3 4- cos 2i) sin 2© sin 2A, 4- 4 cos i cos 2© cos 2X} J — -^eX(u) +

(2)
+  (1 +  e») X (u ) -  ~ X ( u )  \ -----L  Y e > -1

2 , 2  2 3 , 2  ) 2

X {(3 4- cos 2i) sin 2© cos 2A, 4 - 4 cos i cos 2© sin 2Ц | -  

o> /» (I)

X

c; (1)
(U) +2 1,2

4* (1 4- e2) X  (и)-— X  (м)\ 4-.- • • 11 ~b const.
2,2 2 3,2 J J J J

С л у ч а й  в н е ш н е г о  в а р и а н т а .  В этом случае определяется 
формулой (2 ). Как и в случае внутреннего варианта, прежде всего, ради
сокращения записи введем обозначения. Через III (и) (i =  1, 2, 3, 4) обозна-

а,Ь,с
чим следующие табличные интегралы:

(1) > (2) р
III (и) — \ Е~аи sh basin си du, III (и) — V Е~аи sh bu со$ си du,

a ,b ,c  a ,6,с J
(3) p  (4) p

III (a) =  v E~au dnbu sin cudu, III (и) =  I E~au ch bu cos cu du.
a ,b ,c  J  . a ,b ,c  J

(1)
Обозначим, кроме того, через Y  (и) (i =  1, 2) интегралы следую*

n ,q

щего вида:



<l) п (2) п
Y  (и)]— \ (е ch и — 1) Е~пи cos q$ N du, Y  (и) =  \ (е ch и — 1) Е~пиsin фЫ du,
n iq J ) n,q J

( 12)
sinкоторые с учетом разложений (5), (6 ) для ^  q$N выражаются следую­

щими формулами:

Y  (и) =  I (фе) е III (и) +  е У  ( -  l)v [{ III +  III (и) } I (#>) -
n ,q  0 n ,l ,q f i  n ,2v~ \-l,q$  n ,2 v — l,q fi 2v

-  { III (и) +  l ll \u)  } I № ) ] - 1 ( # 0  И? (и) -  2 У  ( -  l)'v x
п , 2 \ \ ф  n ,2 v — 2,g0 2v— 1 0 rc,0,<j{5,

X [ III («)•!(#>) — Ill • I.(^pe)],
n ,2 v ,q $  2v  n ,2 v —2 ,qfi 2 v — 1

(2) (3) (2) (3)
Y  (u) =  — I (qfie) ■ e III {и) — е У  {— l)v [{ III (и) +  III (и) } I (#?).+
n ,q  0 n ,l ,q $  y — l ft,2v+l,<?P [n,2v— l,q $  2v

+  { I l f  (u) +  Ш W  I (?И1 +  I ( Ф )  I l f  (a) +  2 У  ( -  l)v X
n ,2 v ,q $  n ,2 v —2 ,q$  2 v — 1 0 n ,0 ,q fi

(3) (2)
X [III (и)-I (<7Pg)-f III («)• I (фе)\.

n ,2 v ,q $  2V n ,2 v — l,q fi  2v— 1

Ниже приводим окончательные формулы для Ь[1), L^], Lel) в случае 
внешнего варианта:

d) 2т.]
—  L\
а 1 -j- т

V =1 V = 2

(1, 1) (2 ) ( 1) (1, 1) ( 1. 1)

— sin со-Ф(е)} {cosXZ(и) +  s in X-Z(u)} +  2 cosi {sinсо-4* (e) -f созсо-Ф(е)} x
V V,1 V,1 V V

OO
(0 (2) Q /  a; \ 2 П  Г c 1

X {cos A,-Z (и) — sin A,-Z(tt)}H----- ( —  ] > v i —  (3- f cos2 i )X
v,l v,l 4 V a у A J  L I. 2

v=3

( 2 , 2 )  ( 2 , 2 )  J ( 2 ,0 )  s ( 2 )  (1 )

X (̂ P (e) cos 2 « — Ф(е) sin 2co) -f* — sin2 i ¥  (e) Ucos 2% Z (u) -f- sin 2k-Z {u)} -f-
v v 2 v J v,2 v,2

(2,2) (2,2) (1) (2)

-f- 2  cost {*F(e)sin2 oo +  Ф(е) cos2 co} {cos2 A,-Z(a) — sin 2%-Z(w)} —
v v v,2 ■ v,2

1 Г 1 (2’2) (2’2> 1 4- Я cos 2/ (2-°) 'i— —■ sin2 i (% (e) cos 2co — Ф (e) sin 2©) -j---------- ——------ ' ̂  (e) r

+ ..................... • • ......................... ................................................

a \  2 (2) . (1>

E~vu

\ 2 W \ч
[— cos to {cos % • X  (u) +  sin X • X  (u)} — 

J 1,1 1,1

(1) (2) ______  ̂ (4)
— sin со cos i {cos Я-Х (гг) — sin А,-X (гг)} — y e 2— 1 sin со {cos А,- X  (u) +  

i,i i,i i,i
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(3) (3) (4>:\и Г _________  K'-'j
+  sin X - X (a)} +  '*Ve2 — 1 cos cocos i {cos A.-X(и) — sin X-X (и)}] 

i,i i,i i.i
+  const.

rtlj \
2 1 +  m e

Г Г (Ы ) (M)
—  \  — {¥ (e) sin co -j- Ф (e) cos co}’

[_ a a j  L v v ^
v=2

X

( l )  (2) ■ (1 ,1) (1 ,1) :
X {cosXK (u) +  sin X- Y  (u)\ +  {¥ (e) cosco — Ф (e)sinco} |X

V,1 V,1 V V I
(2) ( 1)

X {cos X -Y (u) — sin X • Y  (к)} cost] —
V,1 V,1

v = 3

Q J _  r o s  9/ (2.2) . (2,2)! i
———-----  {¥ (e) sin 2co +  Ф (e) cos 2co} X

(1) ' (2) (2,2) (2,2)
X {cos2?1 • F {«) +  s in 2 X . F ( a ) } +  2 { ¥ (e)cos2co —  <I)(e)sin2co} X

v ,2  v ,2  v v

(2) (1) (2,2) (2,2) :
X {cos 2X -Y (u) — sin 2X -Y (и)} cos i — sin2 i {¥ (e) sin 2co -j- Ф (e) cos 2co} x

v,2 \-,2 v  v

, (4>
X je-III (и) 

v,i,o
+

_a \2

aJ 
(4)

Г 3e (4) <4)— (sin co cos X -J- cos co sin X cos i) \ ------- X (u) 4- (1 +  ё2) X  (и)
I 2 o,l 1,1

Зе Mp (4) ( г> (3> : „-------X (u) i  — (sin co sin A, — cos co cos X cos i) I--------X («) 4- (1 +: e2) X  (и) —
2 2,i J I 2 o,i 1,1

e  (3) 4 ______ . f  (2) ! g (2) 4
-------X (u) v — y \e2— 1 (cos co cos X — sin co sin X cos i) - — X (u) — i— X (и) \ —

2 2,1 J  ( 1,1 2  2,1 j

|  +  const.

Г a ;  (1.1) (1.1) , ; (2)
—  7  [{’У' Iе) cos co — ®(e)sinco} {--cos A.-F (и) +

L o. »  v  v  v ,l

r____  ( (1), e d)
— y e 2— 1 (cos co sin A, -j- sin co cos X cos i) J — X [и) +  —  X

I l.l 2 2,1

(i)

L -  /—  6 1 + я  /  e%-— 1

(l.l)

v=2
d) (1,1) (1,0 (1) (2)

4 - sin X ■ Y  (a)} 4- {№ (e)-sin co -j- Ф(<?) cosco} {cos X-Y (и) -f sin X-Y [u)} cost
' “• V V,1 V,1V,1 V

2 00 . 1 (2,2) (2 ,2)

-— (3 4- cos 2i) (¥  (e) cos 2co — Ф (e) • sin 2©) -f 
4  v  v

v = 3

1 (2,0)  ̂ (2) U)
4- —  sin2 i ¥  (e) I {— cos 2X -Y (u) 4- sin 2X -Y (w)} 4 -

2 v J v,2 v,2
(2,2) • ' (2,2) ' ' (1) (1)

4- {^ (e)- sin2co 4- Ф (e) cos2co} {cos2X■Y  (и) 4- sin2X-Y («)} posi
v  v v,2 v,2

4" i- • • • • .  J.....................................   • ■ *; • * ' • •

(2) (1)

4-
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_£_\2 

ai

(  3,  (1) „ (4)
(cos со sin X -f- sin co cos X cos i) J ------ ■ X (u) +  (1 +  e2) X (и) —

I 2 0,1 1,1

.  (4) ч ( o '  (3) (3)
------ X (гг) i  — (cos co cos X — sin co sin X cos i) i — — X (и) -f- (1 +  б2) X (и) —

2 2 ,i J I 2  0,1 1,1

p (3)  ̂ /■---- — r (2) p (2) ,
—-----X (гг) I — ] / e2—■ 1 (sin co sin X — cos co cos X cos i) J X (и) +  —  X (и) I +

2  2,1 J I 1,1 2  2,1 J

------- Г (]) e (1)  ̂ 1+  у e2̂  1 (sin co cos A, -f cos co sin X cos 1) J — X (гг) -f ■—  X(u)y
t  1,1 2  2,1 J

(i) „ (i)
+  const.

(1) (2) J  (3) (1) J  (4)
В этих формулах через Z (гг), Z(u) обозначено — {X(и) — X (и)}, — {X (гг) —

n,q n,q 2 n,q n,q 2 n,q
(2)

—-Х(гг)} соответственно.
n,q

В заключение заметим, что если рассматриваются возмущения в об­
ласти, достаточно близкой к перицентру, то можно получить новые выраже­
ния для разложений ^  Q$N, быстро сходящиеся в этом частном случае. 
Для этого положим

х - 1 — Е ~ “.
sinТогда разложения q$N по степеням х  (ограничиваясь второй степенью х), 

имеют вид

sin<7Ptf =  -|-<7P(e— 1) — 2 # ( е — \) Е~“ + q§ [е — 1) Е~2и —  . . .  (13). 

cosqpN =  1 ---- (е — I )2 +  <72(32 (е— 1 )2 Е~и------------ ~ q 2̂ 2(e— 1)2Е~2а + . . .

• - т
Подставив (13), (14) в подынтегральные функции (10), (1 2 ) и проинтегри-

U) V)
ровав, получим новые выражения для X (гг), Y (u), которые быстро сходятся.

a,q n,q
для данного частного случая.

§ 4. В озмущ ения гиперболических элем ентов в непосредственной 
близости возм ущ аю щ их тел

При, нахождении возмущаемого тела в непосредственной близости * 
от возмущающего элементы первого могут претерпеть сильное измене­
ние. Именно это обстоятельство побудило Тиссерана [3] выдвинуть 
известный критерий об идентичности комет. В силу этого приводимые 
нами формулы для возмущений элементов в случае прохождения ко­
мет через сферу действия Юпитера дают недостаточно точное пред­
ставление о настоящих возмущениях. Поэтому разумно избрать способ, 
который был развит Лапласом [4] и состоит в том, что Юпитер рассмат­
ривают как главное тело, а Солнце — как возмущающее тело.

Чтобы проследить за кометой во время ее пребывания в сфере
. действия Юпитера, радиус которой в нашем случае р = а { \ ^ т ]  , мы 
ставим задачу — определить ее орбиту по отношению к. новому глав-.
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ному телу. Для этого мы рассматриваем момент t=t\ ,  который близок
к тому, когда р — а,- nij, и рассчитываем гелиоцентрические коорди­
наты х, у, z  и составляющие скорости х, у, z  кометы. Для этого же 
момента рассчитываем гелиоцентрические координаты ;и скор|ость Юпи­
тера по формулам:

Xj = dj cos 0у, r/y =  «у sin

*1 = П\Ур У i =  nix i-
Тогда, очевидно, имеем

l  = x — x jt ц = у — у !, | = z ,

|  = Х — Х } , Т] =  у —  У; ,  i  = z
в качестве относительных координат и составляющих скорости кометы 
по отношению к Юпитеру как центральному телу. По этим шести ве­
личинам можно, как известно, рассчитать элементы орбиты, которую
комета описывает вокруг Юпитера. Предположим, что имеет место 
следующее неравенство: [/

|2  _|_ ^2  _j_ |2  V mj  +  т
У  £2+ т ]2-

тогда невозмуще^ное движение кометы по отношению к Юцитеру бу­
дет гиперболическим, и наша задача приводится к изучению возмуще­
ний ковацентрических гиперболических элементов под действием воз­
мущения Солнца.

Можно показать, что, производя некоторые изменения в формулах, 
определяющих возмущения гелиоцентрических элементов, мы получим 
формулы, дающие возмущения юпицентрических элементов]

Во-первых, nij и 1, т. е. масса Юпитера и масса Солнца меняются
ролями. Во-вторых, обозначая через а, е, (o, i, N0, й  юпицектрические

i i i i i i
элементы вместо: гелиоцентрических элементов а, е, со, i, явно входя­
щих в формулы для b\ ’ (1=1, 2,..., 6 ), подставим а, е, со, г. Что касает-

i i i i
ся Я, то поскольку координаты Солнца относительно Юпитера в этом
случае 0j =  0j+18O°, 0 найдем 

1

Гх =  0 ,- — Q =  0 , +  180° —
1 1  1

Но
Qj = t i j { t  —  t 0),

то, учитывая, что А\  = nx{t — 10) +  N0l, получим 0;- =  (N1 — Л(01),
где j ■

п
Pi =  — , « 1 =Пх

k -yf т;-\-  т

Следовательно, можно написать

Гх =  М 'г1 — (^ 1 — 180 ),
где

~  М г о  +  £-i-

Это значит, что вместо X =  $N0 +  й  нужно подставить не просто =  
=  PiÂ oi ^ 1 , э -— 180°.
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Итак, чтобы формулы для Хг (г= 1,'2 ,..., 6 ) были пригодны в слу­
чае вычисления возмущений первого порядка юпицентрических элемен­
тов, нужно вместо а, со, е, i, Я, (5 подставить а ь со, е, i, h — 180°, |3i соот-

i i
ветственно. С другой стороны, нужно подставить вместо и щ, опреде­
ляемый аналогом уравнения Кеплера

е sh их — иу = Nx = пх (t — tQ) Н- Âoi- 
i

Теперь пусть момент t = t 2 близок к моменту выхода кометы из 
сферы действия Юпитера. Тогда по новым преобразованным форму­
лам можно вычислить 8а?, dit\  8'N01 за время t2—1\. На этом основании 
можно определить в момент t = t2 юпицентрические координаты и со­
ставляющие скорости кометы, а затем координаты Юпитера. Это дает 
нам возможность определить гелиоцентрические координаты и состав- 
-ляющие скорости кометы при t — t2. Тогда для этого момента м.ожно 
определить новые гелиоцентрические элементы кометы. Далее вычис- 
.ление возмущений производится по старым формулам.
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