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Развивается «теория слияния» полей на базе гиперкомплексных чисел. П оказывает
ся, что релятивистски-инвариантное уравнение при =  уц  ( Л ^  ) — алгебра Д ирака) 
может содержать описание полей спина s = 0, s = l ,  а при ГВ= Р „ ( А ( Р „ ) ) -  алгебра 
Кеммера—Дуффина) — поля спина s = 2 .  В последнем случае дается нелинейное обоб
щение уравнения поля и показывается, что структура полученного при этом уравнения 

’ поля весьма близка к структуре уравнения Эйнштейна (для свободного поля).

В основе единой теории поля, как известно, лежит так называемая 
«теория слияния де Бройля». Согласно этой теории все поля (мезонные, 
гравитационные) следует получать в результате слияния спинорных по
лей. М атематическая реализация указанной идеи требует решения по 
крайней, мере двух вопросов: 1) построения, исходя из спиноров, тензо
ров любых рангов и 2) получения, исходя из уравнения спинорного 
поля, уравнения других полей.

Решение первого вопроса хорошо известно. Д ля решения второго 
вопроса задачу ставят следующим образом. Пусть задано релятивистско- 
инвариантное уравнение вида

{г ^ + * ° ^ = о (1) 

и известно, что, если г|) при преобразовании Лоренца преобразуется по 
, спинорному представлению (Г>спин =  Дол/2) +  Дг/г.о)), то величины Гд =  уц 

образуют алгебру Дирака А (уц), (y^yv +  YvYn =  26^). Следует разыскать 
алгебру А (Гц) в других случаях. Под «другими случаями» понимаются 
следующие три возможности: 1) задано представление Da, по которому 
преобразуется требуется определить алгебру А (Гм) [1]; 2) задан макси
мальный спин поля, описываемого уравнением (1), следует определить 
A(IV) [2] и 3) представление Da, по которому преобразуется “ф, задано

как прямое произведение спинорных представлений Ц , =  П  ^спиа и тре
буется определить алгебру А  (Г^) [3].

При подобной постановке задачи предполагается, что: а) представ
лениям Da и Dax D a обязательно соответствуют разные алгебры 

' А(а) (Гц). и AW (Гц) и б) исходное релятивистски-инвариантное уравне
ние поля является линейным. На самом же деле ни первое, ни второе
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требования не являются обязательными. Рассмотрим случай «а», когда 
ограничение снято; случай слияния нелинейных уравнений будет рас
смотрен отдельно.

Уравнение Дирака в гиперкомплексных числах

Как известно, величины уц в уравнении Дирака

( 1 '>

образуют алгебру Л (у,*) с 16 независимыми элементами, определенную 
соотношением y ilyv +  YvYn. =  26^- В связи с этим в общем случае реше
ние уравнения (1) (обозначим его как %б>) будет общим вектором алгебры 
Л (уд) и будет иметь 16 независимых компонентов [4]. Его можно записать 
в виде

16

%i6) =  0,Ф3> (2)

где Qj — элементы алгебры А  (у^); ф3-— 16 независимых компонентов 
вектора ^ш).

В алгебре А  (уц) можно образовать так называемые операторы делителей 
нуля Гр, порядка р =  г/2; XU'> Vs [4]. Применение, например, Г/, к (2) 
приводит к бикватернионам, Г ^  — кватернионам, Гу8— к комплексному числу 
(т. е. срезает все другие компоненты). Аналогичным образом если к (Г ) 
применим Гi/4, то придем к обычному уравнению Дирака с четырехкомпо
нентной фуНКЦИеЙ 1|3(4) (%4) =  *ф(1б)Г1/4).

Функция ^(4), как известно, преобразуется по спинорному представле
нию. Для определения представления, по которому преобразуется % 6), 
следует элементы алгебры А  (ум) расклассифицировать по тензорным пред
ставлениям. При этом получаем скаляр I ,  вектор уц, псевдоскаляр у6, 
псевдовектор уму5 и антисимметричный тензор 2-го ранга lSj^) =  
=  —- (y^Yv — YvYn). Тогда (2) можно записать в виде

Ф(16) == / ф  +  Y s9 6 +  YuiVi* +  Y n Y e ^ w  +  S f c W v i -  ( 2 ' )

Таким образом, if(i6> преобразуется по приводимому представлению

A l 6 )  —  £>(0,0) +  Ао.о) +  A vss, v 2) +  А 'Д —7г) +  A o .i )  +  £>(1,0)

и содержит скаляр <p, вектор фц, псевдоскаляр ф5, псевдовектор фд5 и 
антисимметричный тензор 2-го ранга ф^ ] -  Если (2') подставить в (1 '), то
для каждого компонента фу в отдельности можно получить уравнение 
мезонного поля в обычном виде [5, 6].

Функцию %i6) и представление D(i6> можно связать со спинорами %4> и 
их представлениями. Так, D(i6) можно представить как прямое произведение 
спинорных представлений:

Аш) • С̂ПИН X АшИН*
С другой стороны, если взять всевозможные произведения компонентов 

^(4)a, %)э и записать их в виде компонентов тензоров вида (% )0 ^ (4)), то 
независимыми будут только (^ (4) %4>)> (% ) Ye^(4))t (%4)Ym.%)), (% )5 У  % )). 
Функцию л|)(1б) можно представить в виде ,



Ч>(16) =* С 0/  ( % ) f  (4)) +  C j Ys (% 4)Y b % ) )  +  C 2Yh  ( % 4 ^ Д % ) )  -T-

+  ^3YhY5('v1?{4)Yh%4)) +  (27/)

В общем случае "фоб) в (2), (2') существует независимо от спинорных 
полей. Однако если мезонные поля согласно теории Слияния рассматри
вать как результат слияния спинорных полей, то, учитывая (2//), полу
чаем

фу =  COnst ($(4)0/ % )), (3)

Таким образом, в зависимости от числа компонентов решение урав
нения Д ирака описывает или мезонные поля [7] (Ш -ктш онентная функ
ция ^(16)) или спинор,ные поля [4] (4-компонентная функция i|?(4)).

Уравнение (1') является релятивистски-инвариантным и в случае 
%i6). Действительно, после подстановки (2) в ( I7) получаем уравнение, 
представляющее собой равенство нулю гиперкомплексного числа, т. е. 
систему 16 независимых (линейных) уравнений. При этом каждое урав
нение представляет собой равенство нулю компонентов тензора только 
данного ранга, что и обеспечивает инвариантность уравнения. Получен
ная при этом система уравнения, как уже было сказано, сводится к
обычным уравнениям известных мезонных полей.

Если взять две алгебры А  (уц) и А (у'^), где YhYv =  YvYn и рассмотреть 
пару уравнений (Г ) соответственно в А (уц) и А(у'^) и сложить их, то 
придем к уравнению Кеммера—Дуффина [8, 9]:

|Рд ~̂ х '+-^6 j- “Ф =  О» Рд — “  (Уц +  Уц)> (4)

где удовлетворяет соотношению алгебры Кеммера—Дуффина А  (f^)

РдРгРя Ч" РяРгРд “  ~Ь Рд̂ А,у» (5)
Таким образом, уравнение (1') в случае ij)(i6) является как бы про

межуточным звеном между обычным уравнением Дирака (для г|)(4)). и 
уравнением Кеммера — Дуффина. Оно соответствует случаю, когда 
для функции уже был совершен переход к пространству функций 
‘Ф(4)а'Ф(4)0 —соответствующее произведению представлений, но в алгеб
ре такого перехода еще не было проведено. Подобный промежуточный 
этап при решении определенных задач оказывается целесообразным. 
Изложенные выше результаты обычно приводят на языке матричного 
исчисления. Тогда (16) является ундором, а уравнение Д ирака с -ф об) 
ундорным уравнением [7]. При этом y м- в случае -ф(4) — четырехрядная 
матрица, в случае t|)(i6)— 16-рядная матрица (но удовлетворяет алгеб
ре Дирака А (у»)).

Так как в алгебре А (у,*) не содержится симметричного тензора 2-го 
ранга, то и в (2) — (2') не содержится поля симметричного тензора 2-го 
ранга h (nv). Кроме того, поскольку поле h ^ )  должно обладать 
спином 5 =  2, то его и нельзя получить в результате слияния двух спино
ров (без орбитального момента). Поле симметричного тензора 2-го ран
га представляет большой интерес как в связи с тем, что метрическое 
(гравитационное) поле Эйнштейна описывается симметричным тензором 

,'2-го ранга, так и в связи с недавно открытым мезонным резононом со 
спином 5 = 2  (с массой покоя /?^=1200 М эе). Последний, как известно, 
должен описываться уравнением Фирца—Паули для симметричного тен
зора 2-го ранга [11]. Согласно теории слияния поле спина 5 = 2  может
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возникнуть в резул ьтате слияния двух векторных мезонов и тем самым 
вопрос должен быть сформулирован в рамках уравнения Кеммера— 
Дуффина.

Уравнение Кеммера—Дуффина в гиперкомплексных числах

Уравнение Кеммера—Дуффина можно получить из уравнения Д и
рака указанным выше путем или на базе теории групп. В последнем 
случае следует исходить из того, что произведению представлений со
ответствует произведение алгебр [3] (т. е. Л(|3ц ) —А (уц ) х Л  (у ') ) .  
После того как из уравнения Дирака было получено уравнение Кемме
ра—Дуффина, можно все 'Приведенные рассуждения повторить уже на 
случай уравнения Кеммера—Дуффина.

Величины 13 (4), подчиняющиеся (5), образуют алгебру Кемме
ра—Дуффина Л(Рц  ) с 126 независимыми элементами [10, 2]. Следова
тельно, в общем случае решение уравнения (4) будет общим вектором 
алгебры Л^рд ) и будет иметь 126 независимых компонентов. Нго мож
но. записать в виде

126
Ф(126) =  ^  6/Ф/1 (6)

..................  . . / = 1

где 0/ — элементы алгебры Л ((Зд), фу- — 126 независимых компонентов 
вектора Ф(126).
■ Поскольку в алгебре Л (Рц) содержится симметричный тензор 2-го 
ранга Sjvv---- -- (РцР V +  PvPji)» то среди компонентов Ф(126) имеются и ком
поненты симметричного тензора 2-го ранга h ^ V). Последний можно выде
лить из (6) в явном виде -

Ф(126) — ]~I +  (7)

где в П включены все остальные члены выражения (6).

Д л я  того чтобы получить уравнения для ф̂- компонентов в отдельно
сти (и в частности, для симметричного тензора 2-го ранга h^v)), выра
жение (6) или (7) следует подставить в (4) и проанализировать полу
ченную при этом систему 126 линейных уравнений.

Д ля простоты целесообразно уравнение Кеммера—Дуффина снача
ла квадрировать, и (6) или (7) подставить уже в квадрированное урав
нение.

В этом случае компоненты ф3- (и в частности, /%V) ) будут удовлет
ворять обычному уравнению Клейна—Гордона

( □ - Й ф /  =  0 . (8 )

Полученные при этом уравнения в случае линейного уравнения Кемме
ра—Дуффина будут независимыми.

Если дополнительно требовать выполнения условия Ф(126) =  Ф(126), то 
из уравнения (4), в частности в случае поля /г(|гУ), получаем

~ Ф ^  +  ^ % ) к т  =  0, (9)
° ХЦ

Ф(126> =  ГкФ%> M>(16)=Y4?16Y4,
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ф(16) =  Ф(16)Тк, ^4 =  M f l b  Л4 =  2р1 — 1.
Последнее приводит к условию положительности энергии поля Фирца— 
Паули [11]:

З и .  +  дН»У- =  о. (9 ')
dxv дХ[1

Таким образом, для h ^  получаем известное уравнение Фирца— 
Паули поля со спином s = 2 с нужным дополнительным условием. Как 
известно, поле hp.v при £о= |0 совпадает со слабым гравитационным 
полем Эйнштейна (без космологического члена) [6].

Д ля того чтобы в данном случае решить вопрос слияния и, в ча
стности, поле h(иг) представить как результат слияния мезонных полей, 
следует исходить из обычного уравнения Кеммера—Дуффина.

Как известно, в обычной теории Кеммера—Дуффина ограничивают
ся рассмотрением 16-ком,понентной функции Ф(1б). Последняя содер
жит псевдоскалярные (скалярные) и векторные (псевдовекторные) по
ля (и еще один тривиальный компонент—скаляр) и преобразуется по 
приводимому представлению

Я® ) =  Ао,о) +  (До,о) +  D{ y2,i/2)) +  (А>/2, v2) +  D m  +  Z)(o,i)).
Кроме того, известно, что в алгебре А  (Рд) можно образовать тензора [2,9]

Р =  Й гёР»Й  =  (10)
и

R  =  ( - Й Й Й Ы .,  ( 1 = 1 ,2 ,  3,

I p?pipi (1 — pi),
R»v =  — Rvy, r |̂x§v» 

где р, или скаляр и псевдоЕектор или псевдоскаляр и вектор. С по
мощью указанных тензоров 16-компонентную функцию обычного уравне
ния Кеммера—Дуффина можно записать в виде гиперкомплексного числа

Ф(16) =  /ф ° +  рф +  /VPn +  RnvF[]xv], (12)

где ф° — тривиальный компонент, ф —• скалярное (или псевдсскалярное)
<3ф л с дАп дА,мезонное поле, фй =  ~ -, Ац — векторное поле, -----д х~ ’ Если

(12) подставить в (4) и учесть, что p^pv =  p b ^ ,  =  R »K x—  R v ^x ,
то получим обычные уравнения мезонных полей (2-го порядка, без матриц) [2].

Рассмотрим совокупность Есевсзможных произведений компонентов 
Ф(Ш)а> Ф(Ш)р и запишем их как компоненты тензоров вида (Ф(16)0,Ф(16)), 
где 0г- — элементы алгебры Афц). Так как > имеет только 126 незави
симых элементов, то из ( 1 6 x 1 6 ) =  256 компонентов вида Ф(1б)аФ(1б)ртоль
ко 126 компонентов будут независимыми. Можно и Ф(126) записать в виде

126

Ф(126) =  ^ С ;.03-'(Ф(16)0,-Ф(1̂ 6)), (13)
/=1
Cj .= const, 

сравнивая (6) с (13), находим, что
Фу =  const (Ф(1б)03Ф(1б)). (14)

В частности, для симметричного тензора 2-го ранга получаем

h{MV) =  const (Ф( i6) 5 ^ (1 6 ) ) ,  (15)
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Как следует из (13), условие Ф(126) =  Ф(126) (использованное нами) равно» 
сильно требованию с* =  с}-.

Если Ф (16) и Ф(16) в (13) или (14), (15) выразить через спиноры 
согласно (3) (учитывая, что Ф (i6j в качестве компонентов содержит как 
функции поля, так и их некоторые первые производные), то получаем 
связь симметричного тензора 2-го ранга со спинорным полем.

Функция Ф (126) преобразуется по приводимому представлению, и 
так как она является вектором в алгебре А  (р ц), то в ней содержатся те 
же тензоры, что и в алгебре Л(рц ). В А ((5 ц) можно образовать сле
дующие независимые тензоры:________________________________________

’ число компо
нентов

1 скаляр 1

fv вектор 4

рA  s  (s<+!+ 4 v ' + 7  s u ’ V  )
тензор 2-го ранга (сим- 
метр. +  антисимметр. +  
4- скаляр)

16 = ( 9 + 6 + 1 )

РцМ а. тензор 3-го ранга 64 =  4 (9 + 6 + 1 )

псевдоскаляр (антисим
метр. тензор 4-го ранга)

1

№ псевдовектор 4

— 7 =  (6+ 1 )

M * ( s y  +  7 s<» t’ V v  ) — 28 =  4(6+ 1) ,

р = д а § й — 1

Всего . . .

Величину Ф (126) можно записать в явном виде -

126

Ф(126) — РФ° 4~ /ф  4" Р|хфц 4" фрго 4“ Sjxv^Luv] +  ~  +

4* РбФ 4" РмРбФй 4" 4~ “  Рб^Ш ^цфц^ 4-

+  4“ РбРи ~  Зр^буЛфц^Л), (16)

где ф((ху), ф[^] — симметричные и антисимметричные тензоры 2-го ранга*



Нелинейное уравнение поля симметричного тензора 2-го ранга

Нелинейное обобщение уравнения поля симметричного тензора 2-го 
ранга без метрических свойств 'представляет интерес по крайней мере 
в двух отношниях: как нелинейное обобщение уравнения поля (уже 
реально существующего мезона спина s = 2 )  в рамках общей программы 
нелинеаризации уравнения полей и как переход к нелинейному уравне
нию для поля, отличного от поля Эйнштейна только отсутствием метри
ческих свойств (при &о —0). Путем сопоставления свойств указанных 
двух нелинейных полей (симметричного тензора 2-го ранга с метрически
ми и без метрических свойств), возможно, удастся в какой-то мере раз
делить в поле Эйнштейна свойства, связанные, с его метрическим и не
линейным характером.

Нелинейное обобщение поля спина s = 2  можно начать с нелинейно
го обобщения уравнения Фирца—Паули. Обычно таким путем идут при 
построении нелинейных уравнений слабого гравитационного поля (при 
£0= 0 ) . Однако нас интересует нелинейное обобщение в рамках реляти- 
вистски-инварйантных уравнений первого порядка. Как было показано, 
поле /i(n,V) содержится в  урав,нении Кеммера — Дуффина, если решение 
последнего рассмотреть в рамках полной алгебры А(рц) .  При этом 
решение Ф (126) согласно (10), (14) при c * .= C j  обладает свойством

Ф(12б) =  Ф(126) • Мы ограничимся рассмотрением случая с* = C j .  В ал
гебре А (Рц.) нелинейной добавкой в уравнении (4) может быть любая 
дифференцируемая функция [(Ф (126> ), т. е. соответствующее нелиней
но-обобщенное уравнение может, иметь-вид*

р ^ 0 2 6 ,  + / ( ф  ) =  0 . (1 7 )

дХ»

Подставляя (6) или (14) в (17), получаем систему 126 нелинейных 
уравнений. Среди указанных уравнений будут и нелинейные уравнения 
для компонент h^v ) .  Однако ввиду сложности анализа полученной 
системы целесообразно исходить из квадрированного нелинейного 
уравнения.

Уравнение (17) можно квадрировать обычным путем.
Тогда получим

52ФП9р;ч /  дФП9йч \  2
+  =  0 (*£),- (18)

где
ф (126) 'П

£ > (Ф (126) > =  / ( Ф ( 126) )  =  ^ 0  j  exp  J j  D  ( I )  d|J d r \ ,

0 0

<19>
* Затравочная масса покоя в явном виде в уравнении не содержится. М асса покоя 

долж на определяться из уравнения поля. При этом возможны как состояния с k 0 i=0, 
так и с k 0=0. В случае поля симметричного тензора 2-го ранга состояние с k 0 ф  О 
экспериментально уже обнаружено (f — резононон, s = 2, ttif&  1250 М эе). Однако воз
можно существование еще и состояния с ko~0. Последнее будет дальнодействующим 
полем (но без метрических свойств).
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При этом D  (Ф(12б)) — произвольная нелинейная функция, Х0 — произволь
ный постоянный параметр. Правая сторона уравнения — %20, в то время 
как левая от Х0 не зависит. Если теперь рассмотреть случай О 
(^0^£0), то правой частью в (18) можно пренебречь.

Подставляя (6) или (13) в (18), можно выделить уравнения для 
отдельных компонентов Ф (126) . Однако уравнения будут нелинейными 
и будут содержать члены, учитывающие взаимодействие разных прлей 
друг с другом. Уравнения, учитывающие только самовоздействия, мож
но выделить только приближенно (отбрасывая; члены, учитывающие 
взаимодействие с другими полями).

Если в (18) подставить Д 126) в виде (7) и отбрасывать члены, содер
жащие П, то получаем

+  О й 1 о  ( S i t ’A*,) -  =  о  ( > $ .  (2 0 )
д*{х дх,х дхц

Выделяя из второго слагаемого только члены, удовлетворяющие условию 

S ^ S ^ D  ( З Ц \ а )  =  S $  (/г.. • • • h j ,  (21)
получаем уравнение вида

d2h а V4 / ’ dh dh \
+  ( D ( h .  )  = 0 ( Ц ) :  (22)

дхц д V дХ[1 Jap ар

где суммирование ведется по членам, допускаемым соотнсшением (21).
Если уравнение (22) переписать в криволинейной гармонической 

(Г(д) =  0) системе координат [12], то получаем

(23)

Напомним, что уравнение Эйнштейна в той же (1> =  0) системе коорди
нат имеет вид [12]

(%-) (-£)• <24>
где 2  — знак суммирования, е3- — знаковая функция, р3- — оператор упо- 

/
рядочения индексов (обеспечивающий нужные тензорные размерности). 
Если действия операторов 2 , е3, pj определены подобающим образом,

/
то имеем точное уравнение Эйнштейна, в противном случае получаем 
только структуру уравнения.

Сравнивая (23) и (24), находим, что структуры обоих уравнений 
фактически совпадают. Другими словами, из трех основных свойств 
поля Эйнштейна: метрического характера, тензорной размерности и не
линейности поля— структуру уравнения поля определяют в основном 
два последних.
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