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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЛЛЕКТИВНЫХ КОЛЕБАНИЙ В КРИСТАЛЛЕ 
МЕТОДОМ КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Развивается метод кинетического уравнения с самосогласованным полем для 
определения коллективных колебаний в кристалле.

В работах [1, 2, 3] рассматривалась модель кристалла, допускаю-* 
щ ая асимптотически точное решение, и было показано, что в отличие 
•от реальной системы многих частиц для исследуемой модели соответст­
вующее уравнение с самосогласованным полем явдяется точным. Осо­
бенность модельного кристалла состоит, кроме того, в том, что в нем 
возможны лишь одночастичные возбуждения, соответствующие измене- 
щйю состояния отдельных частиц кристалла [4], и невозможны коллек­
тивные возбуждения, соответствующие одновременному изменению со­
стояния движения многих частиц в кристалле1*. Вследствие этого рас­
сматриваемую модель нельзя использовать для нахождения коллектив­
ных возбуждений в кристалле.

В работе [6] спектр коллективных колебаний в кристалле опреде­
лялся при Т = 0° К с помощью кинетического уравнения А. А. Власо­
ва [7]. В настоящей статье этот метод определения коллективных ко­
лебаний развивается для «горячего» кристалла (при Т Ф 0 °  К).

Вариации <p(r, р, t) функции распределения частиц статистической 
системы в приближении самосогласованного .поля определяются кине­
тическим уравнением А. А. Власова

~  +  ~  (Р, Vr4>) — (V#>. VP<P) =  (V A  Vp/o). (!)dt m
где fc(r, p) — равновесная функция распределения,

V«(r) =  (2)

U (r, 0 =  j  Ф (1Г —  p  I) cp ( / ,  p', () dp dp’, (3)
|Ф (r) — потенциальная энергия взаимодействия между частицами.

* В этом отношении рассматриваемый модельный кристалл аналогичен модель­
ному сверхпроводнику Бардина в теории сверхпроводимости [5].
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Д ля кристалла

=  M' ,  (4)
где ро (г) — равновесная плотность, периодическая функция с периодом 
кристалла, 0 — абсолютная температура (в эргах) и с определяется из 

__ р2

условия j се 2т% dp =  \ .

Д ля определения спектра частот колебаний кристалла w =  (o(fe), 
где k  — волновой вектор возможной волны, положим

— l(j)f
ф(г, р, t) =  <рш(г, р)-е  . (5)

Подставляя (5) в (1), получим

■ 1 V  Ч  V  дио— 10Хрю +  — 2 jP a -  — — 2 j  —— • — — =  
т a a а

a

(ре ('О — J Фа (г, р) dp, a =  1, 2, з).
> )

Интегрируя (6) по р, будем иметь

‘ A t  1 di a ) (f) _— шры(г) +  —  V  — ------ =  О,т дг„

(6)

(7)

где

/&в) (?) =  J  Рафсо (Г, P) dp  (8)

Умножая (6) на рр и интегрируя по р, получим

т дга
а р

=  ~ P o ( r) ~ ^ - ^ ( \ > ’ —  r ' \ ) p a (r/)d r ' ,  (9)

где

Tia’P) (г) =  J  РаРрфсо (/•, р) dp (10)

C l — ^afiРш ('")> 6aj3 — символ Кронекераj .

Выражение (10) для 7 la,p) (г) можно представить в виде

Л а д й - ^ г л ( ? р? ) р . ( ? ) л ? .  ( п )
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где
оо

о

— оператор сдвига на время t  переменных г и р  в функции, на* 
которую он действует.

Действительно, уравнение (1) при адиабатическом включении 
бесконечно-малого возмущения (т. е. ср =  0 при to=— оо) приводится к 
виду £6]:

Ф (Я р, t) =  J dxS—(t~x) J] ̂  Jd? d°( gr~ r !) J ф (Л  Р'Я) dp. (13)
—оо а

Подставляя сюда (5), получим

ф(0 ( Z p j  =  j  Ка> (К г ' , р) Рсо (?) dr' (14)
и

рсо (?) =  |  dp j* К а  (?, ? ,  р) рсо (? )  dr', (15>
где

( Я ? ,  р) =  Г dx*™  s&gLo У  ^ =J "  дра дга

=  j -  j  dfcW/o (Я р) - A  S U f  O  ( I ? -  ?  I), (16)
0

так как
^  - т ( г ~ +Щг))

f0 (r,p) =  ce 9 '  = с е  9 ,

S - tH  =  H S - t, S-tfo =  foS-t

s (r,p) y i  _Ра_ дф (1~г —  ? \ )  _  y i

* Z j  /n dr„
Pg dq>(l7—? | )  _ V ^ Pq(0 Зф(1г(0 —ГЧ) _

m drn

Умножая (14) на papp и интегрируя по р, получим (11).
Таким образом, равенство (9) при учете (7) и (11) приводится к:

следующему виду для /^a)(r ) :

Р Y V

- i 2  ' » 1 й  - р» (r) J ф  D J“ ’ (?,) #  } • (17>



Э то  уравнение определяет полный спектр (о=(о(&) коллективных коле* 
баний в твердых телах при любых температурах.

Рассмотрим для простоты одноатомное твердое тело. При 0 = 0  
мы получаем известный 'борновокий спектр колебаний кристалла [6]. 
Действительно, в этом случае

где Р ({а) — составляющая импульса i-то атома (см. [6]), поэтому урав* 
нение (17) принимает вид

^Проинтегрировав это уравнение по объему i-той ячейки, получим

Детерминант этой системы уравнений определяет полный спектр трех 
©етвей возможных коллективных колебаний в одноатомном кристалле. 

При малых k  эти колебания определяются законом дисперсии

т. е. (о2 квадратично зависит от составляющих волнового вектора k.
В одномерном случае при учете лишь ближайших соседей ( / = ± 1 ,  

Tf=a,  а = Р )  из (19) непосредственно получаем известный результат

Ро(?) =-• £ « ( г - Ь .  и ° ? )  =  2 ф  (I?- и I)

(18)

ИЛИ

Полагая =  Лщ} ег(к' г<-] и обозначая rf  =  г{. — гр будем иметь

СР{£ - Р $ )) =  0• (19)

-откуда, учитывая нечетность функции sin (k, rf ), получаем

-  J_ £  ф;а rp (;/} (1 _  cos (k, ?f )) 4 Р) =  0. (20)

(21)

а 2 = - Ф " ( а ) 5 Ш 2 - ,  
ttt 2
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•что при малых & приводит к закону дисперсии ■>
<0 2 =~c2k \

Определить полный спектр коллективных колебаний в кристалле 
при температурах, отличных от абсолютного нуля, значительно сложнее.

Установим спектр этих колебаний при 0 >  0 для малых волновых 
чисел.

Общее решение уравнения (17) имеет вид

$*>(?) = [/4а ) ( ? ) е ^ " ) ,  (22)

где U ^ ( r )  — некоторая перибдическая функция с периодом кристалла. 
Это следует из того, что ядро уравнения (14), с помощью которого при 
использовании (7) легко получить уравнение для (г) , инвариантно 

относительно смещения аргументов г и /  на период решетки.

Если U q } ( г )  =  Лща) ро ( г ) ,  то

(23)
"Г

точно удовлетворяет уравнению (17) при о  =  0 и k — О. Действительно, 
* при со =  0 и й а) (г) =  Аоа) ро (г) уравнение (17) принимает вид

Э Y V
(24)

Выражение 12 для Qia,p) (г ,г ')  цри0  =  О°К с учетом адиабатичности
«включения возмущения равно

Qia’p) (г, г') =  —  т б ар • ро (г) ф  (| г — г ' |) —

----- lf - ^ d t e ““ ^ d p p a P th t r ,  p )S < 5«  Ф ( |Г — Г '|). (25)

поэтому при oj =  0 имеем

Г Ро (г') dr' =  mSopp0(r)
5/-; дгу -

0 Y V 0 ■
П одставляя это выражение в (24) и учитывая, что равновесная плот- 
шость ро(г) удовлетворяет уравнению

<26)
убеждаемся, что равенство (24) удовлетворяется тождественно. Таким 
образом, выражение (23) является точным решением уравнения (17)
при (о=0 и k = 0 .  Поэтому это выражение будет тем лучше удовлетво*
рять уравнению (17) при азфО и к ,ф 0, чем меньше w и k.
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Подставим (23) в (17), умножим уравнение на e~l(k' и проинтегри-- 
руем по объему v ячейки; мы получим тогда

. . . .  ......... .......................... .....  »<//£*>?,?)

Р v р V
-» -»->-> ,0, Л/7„ -»■

X р ,(г')е<«-1  d r '  +  4 ? ’ - ? ^ -  -ft,(r)e«‘. '> \  =

= S ̂  J р« (7) d"r  J ~ £ iir 0 )  Po f ') (1 -  <r&  ' - ?))- (27>
0 °

Так как p0 (г) периодическая функция с периодом решетки, то

j - ^ . Po(? ) d ? = _ 0 j - A d ; = o

и после интегрирования в левой части (27) по частям будем иметь

^  Cdr p0 (г) U r '  h  (? )  х
Р И Р

х  sin2 -(fe—2= - - )—  J d г 5 ] 4>Y)• • j d ? • Ро (7') sin2 S k '-ry r )  х
t» P.Y

X j d t -e ^  J d / W p /о (r, p )s £?  - — {~ r ~ r-0 - =
0

М > ) 5ш ° - < Ц = 2 ^ 7 ' .  (28)
P » a

Оставляя здесь при малых w и k  главные члены, получаем, что для 
;гаких коллективных колебаний в твердом теле при любых температу­
рах квадрат частоты пропорционален квадрату волнового вектора, по­
добно (21).

Выражаю глубокую благодарность акад. Н. Н. Боголюбову за 
обсуждение настоящей работы.
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