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КЛАССИЧЕСКИЕ СКАЛЯРНЫЕ МЕЗОННЫЕ ПОЛЯ

Рассматривается пятимерная скалярная теория поля. Соответствующие классиче
ские частицы являются сингулярностями поля. Динамические переменные частиц опре
деляются как динамические переменные сингулярной части поля, при этом классические 
уравнения движения следуют из уравнений поля. Обсуждается вопрос о спектральном 
условии на массы и связь пятимерных уравнений поля с  уравнениями квантовой меха
ники.

В настоящей работе рассматриваются поля скалярных мезонов с 
точки зрения представления о наблюдаемых классических частицах 
как сингулярностях поля. Как и в работе [1], поведение сингулярностей 
описывается уравнением Якоби—Гамильтона *

( № ____ at
G°i4po<fti =  0; № « ■ (  f

\ — g  (1)

cp0 =  -iSL  , g* =  — A1, *° =  id ,  x* =  — ; i =  0 -r-3 ,
дх щс2 m0c

которое должно быть уравнением характеристических многообразий для 
уравнения поля (здесь s — действие). Д ля электромагнитных потен
циалов А \  входящих в GCfl, мы принимаем калибровку Лоренца, 
поэтому

Так как, кроме того, det G0** —k/G =  1, то главную линейную часть 
уравнения распространения, имеющего (1) своим характеристическим 
уравнением, можно представить в следующем инвариантном виде:

L [W] =  д/дх<* (VG G ^dW ldx^)!VG  =  Ge»W0ll.

В настоящей работе рассматривается простейшее уравнение рас
пространения

L[W] =  0. (3)

Это уравнение описывает скалярные мезонные поля, сингулярности
* В дальнейшем греческие индексы принимают значения от 0 до 4; net индексам,

встречающимся дваж ды, подразумевается суммирование.
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этих полей соответствуют классическим частицам 
работы кратко обсуждаются свойства уравнения

L[W] =  SW.

Канонический формализм, зако

Рассмотрим следующий лагранжиан:

■% =  - j

При условии (2) уравнение поля (3) является 
ционной проблемы 6 f d& — 0, dQ =  dx° dx1

J  (s) (s)
зор, соответствующий лагранжиану (5), опреДе

* * dw

мезонам. В конце

I (4)

мы сохр4н«еии^

dW
дх°

Тензор 7^ удовлетворяет соотношению *.

д £К
дх° (6)

которое выполняется в силу уравнения поля (3) . В случае, когда 
электромагнитное поле отсутствует, g l = 0 , правые части в (6) обращ а
ются в нуль, и для свободного поля имеем

(5)

уравнением Эйлера вариа- 
. .  dx*. Канонический тен-

лим равенствами

д Т а

дха
0.

Интегрируя соотношения (7) по некоторой области 5-ти пространства, 
мы приходим к ‘выводу, что равен нулю интеграл по1 гиперповерхности, 
охватывающей рассматриваемую область 5-и

dQ
(sj

Отсюда немедленно следует, что вектор

=  \ T l d S e ,

Р )

и пространства

гдё интеграл берется по гиперповерхности, Содержащей все простран
ство х 1, ... х4, при известных ограничениях на ~
тор (9) назовем вектором энергии—импулЦ а—масс)а 
ства =  const формулируют, таким образо 
вектора в отсутствие внешнего электромагнитного пйшя. Заметим, что 
вектор (9) можно записать в виде интегр 
лг° =  const

(8)

(9)

Г® не зависит от х°. Век- 
-поля. Равен- 

vi, закон сохранения этого

ала по гиперповерхности 

dx4, (10)

что позволяет назвать =  ТЦ вектором плотности энергии импульса 
массы №-поля.

Если присутствует внешнее электромагнитное поле, т0 интегрируя

• * (л:**) означает производную по"явно входящему



соотношение (6) по области пространства, заключенной между беско
нечно близкими гиперплоскостями х? = const и x°+dx° = const, получаем 
уравнения, описывающие изменение вектора вследствие взаимодей
ствия И^-поля с электромагнитным полем

Пользуясь выражением, стоящим справа под знаком интеграла, опреде
ляем, как обычно, вектор плотности тока W - поля: j k =  dJ£/dAk =
=  —̂ — d^£/dgk, & — О ч-З. Этим соотношением определяются первые че- 

/п0с2
тыре компонента. Однако имеет место равенство: d $ /d g k =  TkA, которое 
позволяет определить пятимерную плотность тока ,/° =  ——  T l.  Определен-

ГПоС%
яый таким образом вектор j a (и в случае внешнего поля) в силу (7) 
удовлетворяет закону сохранения djajdxa =  О*.

Введенный вектор плотности тока позволяет переписать формулу (10) 
© следующем виде, который будет удобен в дальнейшем;

е d D Г dSa* I
m 0c2 dx°

Сингулярности I F -ПОЛЯ

Нас будет интересовать решение уравнения (3) в форме обобщен
ной распространяющейся волны [2]

^  (*”)=* 2  Л (?(•*“) ) « 'С*”); ■ $ • = / « •  (13>
i=0

Здесь ф — фазовая функция (как будет видно из дальнейшего — эйко
нал, решение уравнения (1 )); последовательность функций fj (возрас
тающей гладкости) определяется заданием /о—'формы волны. Мы имеем, 
таким образом, дело с семейством решений уравнения (3), зависящим 
от произвольной функции. Разложение (13) является асимптотическим 
в следующем смысле (аналогично разложениям геометрической опти
ки): разность между точным решением и конечной суммой (13) может 
быть сделана произвольно гладкой функцией, если взять достаточно 
большое число членов разложения. С помощью (13) мы можем, иными 
словами, выделить сингулярную часть решения (3).

Подставляя разложение (13) в уравнение (3) и требуя, чтобы ко
эффициенты при fj обращались по отдельности в нуль, мы получим, 
прежде всего, соотношение на ф ^ 0 ). Нетрудно проверить, что этим 
соотношением оказывается уравнение (1) и ф азовая функция является 
эйконалом. Д ля коэффициента q°(xa) получается обыкновенное диффе
ренциальное уравнение, справедливое вдоль характеристического луча

2б0сгфа +  (fL  [ф] =  0. (14)
dx°

* Как здесь, так и в остальных аналогичных случаях название «вектор» следует 
понимать в следующем ограниченном смысле, который, впрочем, ясен из обозначений: 

образуют вектор в пространстве а /° ~ 3 образуют вектор в пространстве
ж0 '

55



В свою очередь совокупность всех харак 
верхностн <р =  const определяется, как и^е 
(характеристической системой уравнения (

герпетических лучей на по- 
естно, ЗЙетемой уравнений 
)) 1 !

Ijxk 
dx°

Gka%  
G ° 4  *

k  =  1 -r-4. (15)

Пусть x k =  xk (x°, {•*) — общий интеграл этой системы. Тогда для определи
теля D  =  | дх*/д1*‘ j имеет место равенство djdx? (ln | D | ) =  д/дх{ х  
X ^ = 1 к - 4 .  Отсюда и и:$ (14) следует, что <7° =

=  Q (Ю (ЕЮоач>а) где| Q — произвольная функция интегралов системы 
(15). Этим соотношением определяется поведение коэффициента при 
главной особенности в Й? .

Рассмотрим вектор ^ а. Пусть пока внешнее ш>л£ отсутствует. 
Область интегрирования в (10) разобьем на две час^гк. К[ первой части 
отнесем область, в котЬрой поле W  регулярно. Вторая !часть области 
интегрирования, в «которой W  имеет особенность, представляется неко
торой окрестностью характеристической поверхности | <^*=0. Эта окрест
ность в окончательном выражении стремится к нулю; интеграл (10) по 
этой области даст вектор©^, для сингулярной части; lF-прля. Рассмот
рим этот интеграл. Прежде всего перейдем к новым !яере^енным интег
рирования I 1, | 2, 1:|, <р, где £* — интегралы системы (15) (Например, на* 
чальные координаты характеристического луча).
Тогда

dSn 0 (х1 . . .  лг4)

д<\I1. £3> Ф)
dV-dl*dl*dy =  D m . (16)

Выделяя далее главную особенность в выражении для Т°а вблизи ф =  0, 
имеем

7"°1 а ф о (17)

Здесь

dW/d<p =  U  (ф) ф  +  . . . = / - *  (Ф) Q (§4 ( D G ^ 0f  * 4

Подставляя (16) и (17) в интеграл (10) и стягивая обл^рт Интегрирования 
к нулю (по ф к ф == 0 и По к I* =  x lmJ  так, чтобы |  (Q/_x)2 dSo — 1,
получаем вектор < '̂0 для: сингулярной части 
соответствует следующему 5-ти вектору для своб 
уравнением эйконала

о =  — фо- Это 
одной чартицьг, описываемой

Рс Pi> Рг? Р*

7-полЯ: аР

—  » v | :

(этим оправдывается название, данное вектору Та^им образом,
если у поля W  имеются особенности, то закон сохранений вектора 
как закон сохранения энергии, импульса и массы Щ’-иол 
вид

const

где в сумму выделены в 
Уравнение (18) формули

екторы, соответству 
рует закон сохрани]

я принимает

(18)

ющие сингулярностям W. 
ния энергии, импульса и
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массы в виде суммы регулярной и сингулярной частей. Произвольное- 
изменение регулярной части W  не изменяет <Р*а, отсюда следует, что 
сохраняются в отдельности как так и с?4*..

Рассмотрим поведение й?-поля с особенностями во внешнем электро
магнитном поле. Подставив в интеграл (12) выражение для тензора Т* =  
=  — (дй?/дф)2 +  • • • и действуя точно так же, как и в случае сво
бодного поля, придем к равенствам

т0с2
d а^ ] - Г  ^ v , v ,o- ( ^ о  +  ^ а )  +  Ф4- ^ —  - J  - ^ 1  dS0.

Предыдущее рассуждение в данном случае позволяет утверждать, что эта  
равенства могут быть записаны в отдельности для сРа и (для сРа 
виде (12)). Что касается уравнений для , то они имеют вид

J - А .  =  _  _ £ _ _ ^_ фо =  _  (19>
m0c2 d*° m0c2 Эл- G qpe /п0с2

и представляют уравнения движения Лоренца для заряженной частицы 
во внешнем электромагнитном поле.

Рассмотрим выражение для полного тока сингулярной части 
W-поля: Ja =  §jadS0 . Этот интеграл можно вычислить точно так же, 
как, скажем, интеграл (9). Но проще воспользоваться правой частью* 
в равенстве (19), откуда немедленно следует, что сингулярная часть- 
полного тока ^ -п о л я  имеет ви д 1*

± - r °  =  i e ? f -  =  lie, <0*, ерт, «Ц», - i -  / ) , P' =  . (20>
c dx0 { m 0c2 J с

Первые четыре компонента соответствуют обычному току, связанному 
с движением заряженной частицы. Последний компонент (20) соответ
ствует функции Л агранж а I этой частицы, умноженной на е/пцс2.

Уравнения (3 ), (4) и спектральное условие на массы частиц

Вопрос о спектре масс тесно связан с обсуждаемыми уравнениями. 
В этом нетрудно убедиться, проследив связь решений уравнений (3) и 
(4) с соответствующими уравнениями квантовой механики. Формально' 
связь уравнения (3) с уравнением Клейна—Гордона состоит в следую-

~ дщем: мы вводим оператор массы т = ---- —----- и рассматриваем реше-
с дх4

* Заметим, что полный ток, связанный с движением сингулярности, дается правильны» 
5*ти вектором

_ • { dx° dx1 dx2 dxs dxi )
1 dx dx dx dx dx J

если интеграл, определяющий полный ток, вычисляется по пространственно подобной гипер
поверхности одновременных состояний т  (ха) — const, где т  (ха) удовлетворяет уравнению

дх дх  ̂
Если в (11) интегралы записать на указанной гиперповерхности, то уравнения движения 
сингулярности примут вид

d ? l ____ 1 dGa»

dx ~  dx ~  2  dx
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ния уравнения (3), являющиеся собственными функциями этого опера
тора

Отсюда следует, что

r ib дУР *гт= --------------- =  mJV.

m*W =

с дх4

h2 &W
с2 д (*4)2

и, следовательно, W как функция х°-±-х* удовлетворяет уравнению Клей
м а — Гордона [1]

п&с%
n w  =  - * — w.

Этот вывод означает, что уравнения квантовой мех|*|1ик|и описывает 
W-поля с фиксированной массой.

Рассмотрим уравнение (4). Так как соо 
имеет вид ^ = ( G er'i f 7oBF|i-f-S ^2)/2,T0 даже в 
силу уравнения (6) мы ^е имеем закона сох 
поля. Тем не менее что касается сингулярр 
предыдущих разделов остаются верными (в
так как вклад члена SB?
ных поля равен нулю (член 5W 2 не обладает 

Основную идею мы ю ясним на максим^ 
Рассмотрим свободное незаряженное поле, 
ние обычного четырехимг^ульса, будем считат 
ординат х°-±-хА. Так как для незаряженного
ной инвариантности изл
пятой координаты х*. П|>и этом не будет 
соответствующий массе Поля. Решение уравк 
виде W=W(xP... дг3)в (г* )[ Разделяя перемен 
—@44) /в  =  DWJW. Уравнение для @ удобно 
безразмерную переменну!о £ =  s/h вместо х4*=

в сингулярную час

гветству$|»ии| лагранжиан 
рлучае свободного поля в 
занения !М*лй̂ )го импульса 
ой части, то все вцводы 

4астност^| уравнение (19)), 
ть динакячесКих перемен- 
должной! €*иг|уллрнрстью) • 
льно упЬоеденной Модели. 

Ч1тобы аф|е$вечить сохране- 
ь, что 5j Йе зависит от ко

роля треЩймшие градиент-
ишне, можно считг ть 5  не^етор

охраняться компонент Р 4, 
ения (4) будем искать в

0 а  +  ( ^ - ф ( | ) ) в

В этом случае Ф р 

(21) МОЖ€внения

О, (i =
h

Потребуем далее, чтобы уравнение (4) было
А Л . 2^hно сдвига jt ->jc4+ -----

т„с
функцией |  и для ура 
задача на собственные значения. Д ля этогс 
риодичности © с периодом 4л. Это требова 
тельность значений Я =  ̂ п. Соответствующа 
удовлетворять ура)знению Клейна—Гордона 
гпп — т^Кп \ □ 4 /,n =  jUi|4fR. Таким образом, ура 
сать всю совокупность центральных скаля 
к а с с  т п .

Отметим в заключение, что, как показажЬ 
(3) также описывает совокупность скалярн 
спектром масс.
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