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Д ана физическая интерпретация некоторых известных решений уравнений Киллин- 
т а  как новых точных решений уравнений Эйнштейна (с правой частью), отвечающих 
травитационным волнам в пространстве — времени с электромагнитным излучением.

Введение

В статье [1] для рассмотрения ряда известных решений уравнений 
Эйнштейна в вакууме был применен новый общековариантный крите­
рий гравитационных волн [2], предложенный A. J1. Зельмановым и вы­
ражающийся тензорным волновым уравнением

1—1 o^jxapv 55 £P°-Rnapv,0p =  K p a f i v ,

где тензор K ^ v  обладает свойствами симметрии тензора кривизны 
и не содержит производных от g^v выше третьего порядка.

Будем рассматривать этот критерий в частном случае, когда

g paR\iafiv,ap — 0. (1)

В [1] было показано, что некоторые точные решения уравнений 
Эйнштейна = 0  типа волн (решения Переса, Такено, Петрова и др.), 
принадлежащие «о II типу полей тяготения по классификации 
А. 3. Петрова, действительно удовлетворяют нетривиальным образом 
условию (1). В [3] было в общем виде показано, что пространство 
.Эйнштейна (Ra$ =  x g ap ) , нетривиально удовлетворяющее волновому 
критерию (1), может принадлежать только к типу N  (вырожденному 
второму типу) классификации А. 3. Петрова полей тяготения по алге­
браической структуре тензора кривизны.

В настоящей работе мы продолжаем ’ исследование волновых 
{в смысле критерия A. JI. Зельманова) метрик пространства—времени 
У4 сигнатуры —2, однако уже для уравнений Эйнштейна с отличной от 
нуля правой частью

Ruv— ~  ~ —• , (2)

* Запятая с п последующими индексами здесь й в дальнейшем обозначает «-крат­
ное ковариантное дифференцирование; греческие индексы пробегают значения 0, 1, 2, 3.
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осБудем рассматривать только римановы пр 
движения, причем воспользуемся классифйк

в наиболее полном 
икам, известным по

буД'

•жении, представленной 
ва [4]. Некоторым метр 
решения групповых уравнений Киллинга, 
претация как новых решений уравнений Эй 
гравитационные волны, 
как тензор энергии—им 
(ein Nullfeld)

При этом тензор 
пульса изотропного

HV FuaFlia1 .v>

транеш а V\r допускающие 
ацией V* по группам дви- 
виде в идеге А. 3 . Петро- 

этой классификации как  
ет дана физическая интер- 

нштейна  ̂(2), описывающих: 
Тни буде|г интерпретирован 
[5] элек^^ромагнитного поля

определяемого условиями

r ; v, i — 0, (4)

где F,xv — тензор (антисимметрический) электромагнитного поля, *F^V— 
дуальный ему тешюр:

(3>

T]fivpojpp0> îxvpo

envP0 — полностью антисимметрический тен 
четной подстановки индексов (^, v, р, а) и 
ки. Как известно, физически изотропное э 
ветствует случаю электромагнитного излуче 
4—вектор Пойнтинга равен нулю только в 
щейся с фундаментальной скоростью.

Для того чтобы тензор энергии — импу 
ное электромагнитное I поле (4), необходи
тензор gfiv, отвечающи 
летворял следующим к<

Согласно результату Н

я ему в соответстви 
^вариантным требованиям

I ef»v»erf (5>

зор, примем |e*AVP° =  ± 1  для 
— 1 для нечетной подстанов- 
тектромагнитное поле соот- 
ния, когда для наблю дателе 
системе координат, движу-

льса Гц^^оииСывал изотроп- 
ш о {6J, метрический!
и с урафениЯми (2), удов-

1
Ч ( Я * И  =  ° . (6)

[|ордтведта и Пагел 
дополнительное ковариантное уравнение

Цмуа OR** _  tf6e,o£Yt) 0

а [7], ууйвифния (6) плюс

(7)

тобы уравнения М аксвелла 
пное электромагнитное по-

ений Ки^яинга, которые и

являются достаточным^ условиями того, ч 
однозначным образом Определяли изотре 
ле Fnv•

Приведем некоторые решения уравн 
ранее интерпретировались рядом авторов как реш£Н$§я ^равнений (2) 
описывающие сосуществование гравитационного и | аияецтромагнитного 
излучения.

1. (& =  M x № \  +  a (x ° )d x *  +  2$ W d x t o x ? ' ^ 4 (J f ld jf . .  (8)

Эта метрика (см. в {4}, стр. 273, 288, 299) допускает разрешимые группы
ртивно на изотропных трех- 
ми

движений <?з, <34 и С?5, 
мерных гиперповерхнос

С з ; Pi>

действующие транз 
тях *Уз, с оператора

i = l , 2 ,  3;

G4 : X t -  Pi (i — 1, 2, 3), X ,  =  x %  

G i : X t == Pi (i t= 1, 2, 3), X x =  x*px

+  ФРа +  
-f-фр* 4 -il

(9)

(ДО)
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Х 5 — Xspi -j- грр2 -f- Vp3, (11)
где

Ф =  — Г —  dx°, ij) =  f  —  dx°,
J tn J m

v =  — Г —  dx°, tn =  ay  — fi2 ф  0.
J tn

2. Частный случай этой метрики ([4], стр. 288)

ds2 =  2 dx°dx1 - f  a  (a:0) (dx22 +  dx32), (12)

допускающий 4-параметрическую группу G4, действующую транзитивно 
на *F3, с операторами

x i =  Pi (i =  U 2, 3), =  х гр%— х % ,  (13)
ло определяющий существенно новое пространство—время, поскольку 
структуры (10) и (13) неизоморфны.

Непосредственная подстановка показывает, что метрики (8) и (12) 
удовлетворяют как волновому критерию (1), так и условиям (6) и (7). 
В  работах [8, 9] отмечалось (правда, без обоснования с помощью усло- 
-вий (6) и (7 )), что метрика (8) может описывать гравитационные вол­
ны электромагнитного поля.

§ 1. Новые волновые решения уравнений Эйнштейна

В этом параграфе мы приводим некоторые метрики пространства— 
времени сигнатуры —2 (известные ранее лишь как решения уравнений 
Киллинга), которые удовлетворяют следующей совокупности, требова­
ний: а) допускают группу Ли движений, действующую: на некоторой 
изотропной гиперповерхности транзитивности; 6) являются решениями 
тензорного волнового уравнения (1); в) удовлетворяют условиям (6) и 
(7) и, следовательно, г) являются точными решениями уравнений 

Эйнштейна (2), правая часть которых удовлетворяет условиям (3) и 
(4), определяющим изотропное электромагнитное поле (т. е. поле 
электромагнитного излучения). Метрики, удовлетворяющие этим требо­
ваниям, описывают одновременное существование электромагнитных и 
гравитационных волн в пространстве—времени без источников.

В выбранной системе отсчета плотность электромагнитного излуче­
ния р, плотность потока энергии Jk и давление излучения р  будем ха­
рактеризовать следующими хронометрически инвариантными величи­
нами [10]:

p = -Too_f ± J k  =  - ? L , phik =  c2Tik, (14)
goo с у  goo

где hik =  — g ik; i, k  =  1, 2, 3. Тогда требование, чтобы плотность и дав­
ление были положительными, приводит к дополнительному условию

^оо < 0 -  (15)
1. Пространство—время с метрикой ([4], стр. 287) 

ds2 =  dx° 2 — dxx% — 2 x 3dx2 (dx° +  dx1) -f- a  (x° +  x l) (dx2* - f  dx32) (16)

допускает группу G4 с операторами

Х г =  рх, Х 2 =  рг, Х 3 =  х 2рх +  р3, (17)
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Х4 =  —  (х* — л:®2) рх —  х3

действующую на изотропной гиперповерхности транзитивности * V3 .
Условие (15) вместе с сигнатурными у 

ванию

Рг + х гр3,

словиями приводят к требо-

а  <  0, а2 — 2аа00 >  

(введем обозначения: f 0 =  dfldu, / 00 == d2f/du

причем

Д ля метрики (16) только три компонента тензора оггличны от нуля

Т’оо =  Т о1 =  Ти ,

1
Too ~ 2Ха2 (1 +  а;

где к =  const >  0 (см. уравнения (2)).
2. Пространство—время с метрикой ([41, стр.

- 1  (18) 

. . . ,  где и х° +  х1).

—  2аам),

(19)

(20)

ds2 — dudv — 2 x 3dudx2 +  а  (u)dx2* -f  2(i (и) dx2dx* -|- у (и) dx3*r (21)

где и =  х° х1, v х1, или в развернутом виде

допускает группу движений G3 с оператора

— Рх, Х2 — р%, Х 3 ==

действующую на изотропнои йгиперповерхнс
Условия (15) вместе с сигнатурными условияйЦ приводят к требо­

ваниям

а  <  0, т >  0, 2т (т00 +  Р2 — а /у0 — 1) *+* т* <  0, (23)

), легко удовлетворяются вы-где т = ау—|}2. Требования (23), очевидно), 
бором функций ct, (J, у.

Подстановкой метрики (21) в уравЖ 
даемся, что только три компонента тензора энергии импульса Т 
отличны от нуля:

Too — То,
1

U
4 Х т 2

\т \  +  2 т (1

а из компонентов! 7 о й  — 1,2, 3) тензора Т]
Т 1о

На основании формул (24), (25) и (14), имев» следующие-выра­
жения для плотности энергии р и плотности импульса Jb:

1
lmo +  2m (1 ^2 —

P  =  0 .

4 K m 2

J1 =  — cp, J2 =  0,
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(22)

ения Эй|*штёйна (2) убеж-

(24)

только одан ртличен от нуля:

(25)

(26)

(27)



Д ля метрики (16) аналогичные выражения для величин р и Jk' 
(в частности, и формула (20)) могут быть получены как частный слу­
чай формул (26) и (27). Хотя метрика. (16) и является частным слу­
чаем метрики (21), она определяет существенно иное пространство —  
время и не может быть получена из (21) преобразованием координат, 
поскольку группы (17) и (22) обеих метрик совершенно различны.

Рассмотрим конкретный пример пространства — времени с метри­
кой типа (21). П олагая а = —Аи  2/3, у =  — Ви  2/3, р = Си ~ 213 , где А, В, С— 
положительные постоянные, причем М —А В —С2> 0 , получаем простран­
ство— время с плотностью энергии электромагнитного поля вида

р =  — и г 2 ( —  Н— — и2/*).
21 \  9 М  J

3. Метрика

ds2 =  а (и) (dx° 2 — dx*2 — dx2*) -\-b (и) dx3*, (28)'

где u = x ° + x l, является частным случаем метрики ([4], стр. 261), для
которой пространство — время допускает группу движений G3, дейст­
вующую транзитивно на *F2, с операторами

X i  =  Pi, Х 2 =  р2, Х 3 =  х 2р1 +  х°р2. (29)*

Условие (15) и сигнатурные условия приводят к неравенствам

а > 0 ,  6 < 0 ,  — (30)
2 a2 b2 a b ab

Компоненты ГЙГ, отличные от нуля, имеют вид

Too =  т 0г =  т п  =  — +  +  +  А  +  (31)
00 0 2Х \  а Ь J 21 \  2а2 Ь2 ab J  v

а отличные от нуля компоненты Т^ — вид

Т°о =  - Т 'о  =  — Т\ =  Г? =  —  Г00, (32>
а

откуда, на основании формул (14), имеем

г. __  ̂ | bo aQ0 i/go | ugt/g  ̂ /о о \.
р “  1 ^ 4 1 5 “ +  1 Г  ~ ~ -------- Г  +  ^ Г /  (33)

J1 = ------ Р  -  0, J3 =  0. (34)
у  а

Полагая, например, а =  — Ъ =  Аеа, где А  =  const >  0, получаем
экспоненциально убывающее значение для плотности

3р = ------е~и.
4 КА

Опуская индекс в выражениях (27) и (34) для вектора Jk по формуле-

JI — & =  2, 3,

где hik = — g ik - f  J 0tg0k есть хронометрически инвариантная пространст-
goo

венная метрика [10], имеем, на основании формул (14), для всех трех
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исследуемых метрик (16), (21) и (28):

J 4 .  =  р2с2, р =  X К*2,

что и следовало ожидать для поля электро 
Идея интерпретации исследованных зде 

тромагнитного излучения на основе форм 
.автору A. J1. Зелъмановым, которому пол 
глубокую благодарность.
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