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РАЗНОСТНЫ Е УРАВНЕНИЯ ДИНАМ ИКИ В ГАМИЛЬТОНОВОЙ
ФОРМЕ

Сформулированы разностные уравнения динамики системы материальных точек 
в гамильтоновой форме с использованием особых операторов конечноразностных от­
ношений, близких по своим свойствам к частным производным. Эти уравнения сохра­
няют важнейшие трансформационные свойства соответствующих дифференциальных 
уравнений и даю т при тех ж е условиях законы сохранения энергии и импульса. Дано 
решение этих уравнений для задачи малых колебаний и движения заряженной частицы 
в постоянном магнитном поле.

Дифференциальные уравнения механики Ньютона основаны на 
.представлении о непрерывном характере движения. Важными особен­
ностями этих уравнений являются их трансформационные свойства, 
симметрия и связанные с ней законы сохранения. В применяемых обыч­
но при приближенных решениях разностных схемах эти свойства не 
сохраняются или проявляются лишь при достаточно произвольных 
ограничениях. В работе сформулированы разностные уравнения дина­
мики системы материальных точек, ковариантные относительно поворо­
та и переноса начала системы координат, обратимые во времени и 
дающие интеграл энергии и импульса при тех же условиях, что и диф­
ференциальные уравнения. Уравнения записываются в гамильтоновой 
форме и могут применяться для Описания скачкообразного движения, 
т. е. последовательности малых конечных перемещений в пространстве, 
происходящих за конечные промежутки времени. Пространство и время 
при этом считаются непрерывными, а дискретность связывается с харак^ 
тером движения.

Первый шаг при выводе разностных уравнений будет состоять 
в замене частных производных в уравнениях Гамильтона конечноразност- 
ными отношениями особого вида, приближающимися по своим свойствам

§ 1. Формулировка уравнений и их свойства
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б) при линейных преобразованиях системы коо^Шйна|т они преобра­

зовывались бы как компоненты вектора (если <р с*ф#йр).
Обычно применяемые конечноразностные отно^ния! вида
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как легко убедиться, этйм требованиям не удовлетворяют!. Необходимы­
ми свойствами обладают операторы, определяемые £ виде бесконечных 
рядов: . , г , J
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Они преобразуются при линейных преобразованиях! |ад*стемы координат? 
как компоненты вектора и удовлетворяют е|сютноше |̂йю (1), так как

: i : ■

г—О /=.1 г=0 а=0 v=0

Ет (2
ф=1 , а=0

д1(р
Щ  t ase . . . a i v

(5>

Эти оператора, вообще говоря, нельзя прёдстафиь е| виде отноше­
ния конечных разностей, они применимы только длМ ^с^онечнодйффе- 
ренцируемых функций, для которых соотв)е^ствующр# ряды сходятся*..

Используя любые Операторы, подчиняющиеся:! ШЬо^ношению (1),  
можно сформулировать ряд положений, имеющих (айалЬгию в теории 
дифференциальных уравнений.

Рассмотрим с;истему обыкновенных уравнений |ё  конечных разно­
стях первого порядка для n-функций £г(0> $2 (О.......|п (0

ДЕ,- *  I, (< Ч- &t) — 5, ( 0 =  ;[* ,). (6)

Интегралы этой системы ф = С  (где С пог)гоявная,!|Щ!|й Периодическая 
функция е периодом М  [1]) обладают тем сйойством^ |ifp  jix полное при­

* Можно составить операторы в виде конечных разностей, .удовлетворяющих соот­
ношению (1), однако они не трансформируются прй л ш ев н да  Преобразованиях как 
компоненты вектора. Ч !
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ращение обращается в нуль, если в нем А£г заменить согласно (6) на 
A tfn

Аф =  ф (t +  At, i i  +  W i ,  • • • , In +  Шп.) — Ф {U • • • » Sb) == 0.
Это полное приращение можно разложить на сумму частных прираще­
ний, подчиняющихся соотношению (1)

" _  JL  А£ ф
4 < р = 2 А | ф =  =  <7)

1=0 1=0

Последнее соотношение можно ^трактовать как линейное уравнение в
Ае»ф

частноразностных отношениях —1— первого порядка с переменными
А ̂

шагами. Решения этого уравнения будут совпадать с интегралами си- 
стемы обыкновенных разностных уравнений (6) в том случае, если 
переменные £i, h ,  •••» in  считать функциями t, а шаги A£i, А£2, —, А£« опре­
делять из уравнений (6). Последние можно трактовать как разностные 
уравнения характеристик частноразностного уравнения (7). Обычно 
применяемые уравнения в частных конечных разностях [2], в которых 
используются частноразностные отношения вида (2) или (3), ни при 
каких значениях шагов не допускают решения методом характеристик,

V  tтак как суммы в и д а ^  —- — fi нельзя свести к полному приращению 
i=o 1

функции ф, поскольку операторы (2) и (3) не подчиняются соотноше­
нию (1). Метод характеристик применим и к нелинейным уравнениям

, А|..ф
произвольного вида в конечноразностных отношениях .

Используя оператор (4), запишем разностные уравнения динамики 
системы п  материальных точек в декартовых координатах следующим 
образом:

Ах? x ? ( t i +  A ti) - x ? ( t i) A n fH

Ml Ml дяа

An? nt'Vt +  A t ' d - n f V i )  АХ?Н

(а)

(8)

(б)
A ii A ti A x f

а  =  1 ,2 ,3 ;  £ = 1 , 2 , . . .  * и.
В этой системе уравнений каж дая частица имеет свою переменную 

времени U, так как шаги вр.емени A£* могут быть разными для различи
ных частиц; они считаются заданными функциями координат x t и ско- 

ростей , и в частности могут 'быть постояннымиt Функция Я  опре­

деляется аналогично обычной функции Гамильтона

А -> -> у -, (я ^)2 —*
Н (Т ,  х,п) =  2  2  + и<Т' Х ) ’ (9)

1=0 [а=1
4 m # / I у  1 2  3 1—г 1 ,2 ■ 3

1 — t j ,  tg , . • • , Гй , А  — Х \ % X \ t . . . X n> 11 =  Я}, Я ], . . . ,Я п ,
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.где U — обычный потшциал сид, включающей и вза^щщействиэ между 
частицами. Вычисляя частноразностные офошекияП этой функции по 
формуле (4), можно записать систему (8) В явной 1|Ийрм|е

^  1 / я?+ 'A ti т

S t (S^fe=»i
dtk ■ j  Д 4

Р=1

Я 7
& а щ { * ( Т ,Х ,А Х ) .

(Ю)

Это система из 6# обыкновенных разностных уравнен]^ первого порядка
для 6л функций *! & ),* ? & ) ..........x l ( tn); я} (/4), я?f t ) ,  ;•! ♦ ■» , я£(£„). В ней
устанавливается свиэь нежду значениями этих функций я моменты време­
ни t t л  t { 4- Система ;не разрешена относительно 4j*jn и Ап?, так как 
приращения имеются и в правой и в левой части. Величины п?, играю­
щие роль канониченжи сопряженных импульсов, можно адразить через ско­
рости ■ ■ ■ : ! .

х? (ti + At{) — х?
Ati

Hi) (11)

из уравнений (10) следующим образом:

Ах? Дя?
mt A h 2mr

| я 4  « “ I  f i a s l  *

dU
dx?

(12)

В силу трансформационных свойств оператора (4) система (8) или (10) 
ковариантна относительно поворота и переноса начала системы коор­
динат

o=t
инвариантна относительно изменения знака [времени

ti == ~~t^, Atf *4 — А/,х, х?;

(13)

(14)

и при отсутствии сня инвариантна относительно фвобразования Га- 
.лилея , I:

I ? = x ?  +  vSiti', i{ =  tr  (15)

(При наличии сил правые части уравнений \lQ) за в зя т  0т скоростей.)
Если потребовать» чтобы зависели толысо oti квадратов скоро­

стей Vi2, то они будут инвариантны ©тиостфяьио п^йшрр^зования (13) 
и закон инерции будет справедлив во всех системах (МЬорДинат, связан­

ных преобразованием (15).
Закон сохранения импульса, как и в 

уравнений, будет выполняться, когда для потенциа^ 
соотношения

случае $|йИ|>ференциальных 
U справедливы
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i  +  k (16)
dxj a ,-l a =  1,2,3.

В этом случае

f ]  д*s — +  У  Д 4 — У _ 1 - ^ -  =
ч  к я ^  *• h  *?' ^

Z=1 s=l В” 1 ь я я
О

и если просуммировать уравнения (1$) по всем i от 1 до п  при фикси-» 
рованном а, то правые части обратятся е  нуль, что приведет к соотно­
шениям

<гЦ А я?
2 J  =  0 и, в силу (12) к 
/= 1

Ё “4 =о' а8>/=i
Если шаги времени A k  постоянны и одинаковы для всех частиц, то из 
(18) следует закон сохранения полного импульса

П“ =  ^  я” =  const =
t=i ' /=i

a =  1, 2, 3

последнее равенство следует из соотношений (12) и (18), согласно ко­
торым в замкнутой системе с силами взаимодействия, равными по велй^ 
чине и противоположными по направлению

Y  *? =  £ / » , & .
1=1 г=1 I

Д ля вывода закона сохранения энергии умножим уравнения (8а) на 
А я®, а (8, б) на — Ах?:

, Длг' Дз1°. =  А„аН,
A i t t

Ах? А л?  -  Д
--------— =  A xj H ,

Ati г
а =  1 ,2 ,3 ; i =  1 ,2 ..........п.

Складывая эти уравнения, получим

0= 2
£=1 а=1

Прибавим к правой и левой части этого соотношения сумму частных 

приращений функции Я  по временам ^
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V ^ f c - V  |л ,( я  +  v
/=1 /=1 0=1

Но, в силу свойств оператора (4), справа стоит полное приращение
▲

функции Н, следовательно I

Откуда, если Н  не зависит от времени явно, получим! нитфграл энергии

д£=о, Т":

£=2 2 (я?)3 
/= 1  0 = 1

A ti

+  */ =2m£
i

4» r̂t 7» Y2 1 (19)
/=1  a = l

Этот интеграл получен без каких-либо ограничений на интервалы Ми  
определяющие сетку разностной схемы. В Отличие ^ с л у ч а я  диффе­
ренциальных уравнений в выражение для к!ийетическ|ф| энергии входят 
члены, зависящие от потенциала сил. Если x f  и я?* 
функции времени, в системе (13) можно осуществить 
ход при A/i-*0

d x j  d ? x j A t1- d?x?
lim

At.->0 \ A ti

а!налитические 
предельный пере*

\  dx?

dti '

dU

2 Д -  “  «*? * ? dxf

lim (я?]» == lim ( m, %?t -f- 
д̂ -*о д^-»о \  1

AX«U__ *,
A x f

4 xJ  

$ 1 ;

При стремлении всех Д/г-^О задача становился одно$|р«менной и урав­
нения (13) переходят в обычные дифференциальные уравнения меха­
ники.

§ 2. Задача малых колебаний и движения заряж^«М§ой частицы 
в.постоянном магнитном поле

При решении конкретных задач систему (10) 5̂ к*бн0 записать в 
переменных скорости, используя соотношение (12); *Ьоме того, в сле­
дующих примерах будем считать массы т г- и i интервалы Д4 постоянны­
ми и одинаковыми для всех частиц. Тогда уравнения ||31^) примут вид

•Ал?

A t
Аа М? — Г.т — [£?(* + Д*,Х +  ДХ, К +  Д10Ч* Ц ,Х , \ 01. (20)
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В этой записи видно, что значения обобщенных сил F? в начальный и 
конечный моменты времени входят в уравнения движения симметрично. 
С этой симметрией и связано наличие интеграла энергии. Несиммет­
ричные разностные уравнения динамики, ковариантные относительно 
преобразования поворота и переноса (13), можно записать следующим 
образом:

До? А —» -»
т —г~  — F? (t, X ,  V) (20')At

или

m —  =--F'}(t +  At>X  +  A X ,V  +  AV). (20")At
Задачу малых колебаний с потенциалом

3гг 3п
U — ^  ^  QafiXaXp (21)

< х = 1  0 = 1

(здесь координаты нумеруются одним индексом) будем решать одно­
временно для трех систем (20), (20') и (20"). преобразовав их в.систе­
мы из 3/г-уравнений второго порядка с помощью соотношений

Ъп Atog ч _  Хр (t + At) -f АГр (t)
F k (t, X , V) =  -  J ]  (%* +  a®) =  -  £ bfk

p=i P=i
▲ 3n A
Л  (* +  д<, X  +  A X V , +  Д V) =  -  £  bfi ( x t  +  - 1  ^  - i )  =

P=1
Зя

S *0 P +  2Д0 +  (* +  Д/j
*pA------------ ----------- - ,

p=l
k  =  1, 2, . . Sn; bkft =  afik +  akfi =  bSik.

Полученные в результате три системы из 3/г-уравнений можно записать
сокращенно в виде одной системы

з п

У У р (̂  +  2А t) -f- b$kAs ^ — 2лгр (t +  АО ---------- b^k ĵ +
Э=1

+  ^ Ю ( « |» + - ^ - « » » В ,)  =  0; (22)

где s== 1, 2, 3 (индекс s различает уравнения (20), (20') и (20")) и
A i —Bi = lJ2; А-2 — 1, Bs =  0; Лз =  0, £з= '1 .

В соответствии с общим способом решения линейных разностных 
уравнений положим

X
=  * ( 23)  

s =  1, 2, 3: 0 = 1 , 2 ,  . . . , 3 я
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(считая для определенности At>Q). Подставляя (23).ц (22) и переходя 
к действительным коэффициентам, получим характеристические урав­
нения для Я* s Т

М<!1+ A * )  -  2Х,(1 -  Ч>/2) +  !(1 +  О, (24)
где

Зя Зя

4’s i T L i =LT ! -----------------: *, =  <., +  ; * .  (25)
s« * i+ ©
Л=1

Интересен случаи* когда система имеет пЬриодич^рсие решения, что 
возможно, если кс(рни уравнения (24)

2 ф + — 8,
Я5 = --------±— Л— -----— ±— , (26)

5 1-МЛ>
(здесь es= 0  при *s:с= 1 и 6s—'1 при 5 = 2  и s=*3) будут ^м плекены м и чис­
лами, т. е. когда ф > 0  при 5 = 1  и 8 > ^ > 0  при s = 2 ;  3*

В этом случае; ! '

U , | - I ;  1 Ы  =  т4 т7 < 1 ;  1Ч1 =  1 + * > 1 .

Следовательно, решением консервативной системы (^0) будут гармони­
ческие колебания. Уравнения (20') и (20") не консер^тишны, их реше­
нием будут колебания с убывающей амплитудой с  возрастающей 
амплитудой соответственно. Кроме того, в этих с л у ч ^ х  колебательные 
решения возможны при условии 8 > ,ф, что накладывает дополнитель­
ные ограничения на величину М. Д ля одномерного гармонического 
осциллятора

л  таРх* , Д/1*® *и  — --------- ; ip =  —t—
2 Y 2

и решение консервативной системы (20') имеет вид
i . i

—/а  —
х  =  Ае **, Г  (27)

где
А/2со2

4 • A taysin а =   ------------< (28)COS Cl

4

Зависимость частоты колебаний со =  ~  от обычной часявты дается фору­
му лой

© =  —  « J —  arctg =  - i-  arctgi— —f t - . (29)At At 2 At 1 _  Д̂ ш» ' '
4 'I
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Эта зависимость представлена на рис. 1, из которого видно, что при 

Д/ю<С1 будет выполняться соотношение cos®, а при Д/а)<С1«> величина*
А Л;

стремится к .постоянной величине сотах, равной —

®тах Нш CD , T mia ^
(О-кя At

2я =  2Д t,
® тах

(30>

т. е. период колебаний не может быть меньше удвоенной продолжитель­
ности скачка частицы, а частота колебаний ограничена сверху значе- 

янием —- ,At
Если выражение (27) записать в виде

х  =  a  cos ak +  &sin ak; k =
At

Ak  = 1 , (31>

то канонически сопряженные импульсы будут равны

я  =  mco (— a sin ak  +  b cos ak). (32);

Это можно показать, используя соотношения (28), а также правила 
вычисления конечных разностей

Д cos ak — cos a  (k -f- 1) — cos ak — — sin a ^sin ak  -f- cos ak j  ,

A sin ak =  sin a  (k +  1) — sin ak =  — sin a  ^— cos ak - f  sincc&j .
(33>

С помощью полученных решений находим интеграл энергии одномер­
ного гармонического осциллятора:

£  тиРх2 . я2 
н = ~ + 1 ^

тсо2*2 +тР0+^т1) + ^ Г  =
=  moo2 (a2 +  b2) =  const. (34)

Перейдем к рассмотрению уравнений динамики для заряженной 
^частицы в постоянном магнитном поле. Векторный потенциал вводится.

▲
в обобщенную функцию Гамильтона Я  так же, как и в обычный га­
мильтониан

Н =  —  а )  + { л у —  ~ А у  ̂ +  (я2 — —  а )  ] •  (35>
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Разностные уравнения динамики с этим гамильтонианом имеют вид

<4i *=о

^  <зе>

А ха А я<$  __ _1 , А яа

\

6
A t А л а m

Аяя _____
A t А х  me I

® *=1

1=2 $=<! р г=1 i р=о р
x0 =  t; а  =  1, 2, $

Д ля постоянного магнитного поля систему (86) после перехода к пере- 
•менным скорости можно представить в виде

v a ,
At

▲
Av,°_ =  _ ц / ? + = ^ гл д .+ ^ . ± щ - . й ] , (37)
A t ж  [ \  2 j  Ja mc L 2 Ja '

В  =  rot A,

’В случае движения в плоскости z —Q с магнитным пол^м, направленным 
ивдоль оси z, систему (37) можно представить в вид^ двух уравнений 
второго порядка

x ( t  +  2М) — 2дг(( +  4 0  +  *(<) =  ~  (V (t +  2 V (0).

у  (t +  2М) —  2 y ( t  +  At) +  y(t) =  — - ^ - ^ ( <  +  240  — * (())

( где Q == , решением которой будут гармонически* колебания
\  тс )

▲ ▲
х  (t) — ах cos Ш +  a2 sin! Q/,

(38)

▲  : а
у  {t} — — ах sin Qt +  а2 ccjs Qt

(39)

^причем

fc =  - 5 - a r c t g ----- . (40)
A t S . At*Q* V ;

(Способ отыскания решения аналогичен применявшемуся в предыду­
щ ей задаче.) Соотношение (40), совпадающей с (29) > показывает, что 
частота обращения частиц не равна циклотронной частоте, а зависит от 
нее так, как это изображено на рис. 1, При неограниченном! увеличении 
напряженности мандатного поля В  она стремился к пос^&йнйой величине

'Цпах = — > и существует минимальный период ;обращел(*я, равный удво­

енной продолжительности интервала, характеризующего дискретное 
передвижение частицы. Отклонение от результатов, шщаецых диффе­
ренциальными уравнениями, будет в том случае,
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когда “ Та" ^  1 илй I Д^ о 5 1 (гДе М-0 =  2 тсъ ' \  ЕСЛИ минимальное в03‘ 
можное значение |A /min| принять равным обратной величине частоты 
■собственных колебаний частоты |A?min| , то это даст следующую

/ПС2

«оценку для напряженности магнитного поля: |[х0Б | ^ т с 2,
Используя решение (39), найдем, что траектория частицы будет 

окружностью
х 2 -f- у 2 =  а% +  а\ =  R 2 =  const, 

и что закон сохранения энергии будет иметь вид

Е = л к . ( \ +  = const.
2 \  4/п2с2 /

Л инейная скорость будет постоянной величиной, равной

т/а -  ГАнУл. (Аё- У -  ^
\  A t j  \  A t )  l A t2Q2

4

И з (42) и (43) следует, что при дискретном характере движения со­
хранится обычное соотношение между энергией частицы, циклотронной
частотой и радиусом орбиты Е =  - ^ - R 2Q2.

Выводы
Задача формулировки разностных уравнений динамики в гамиль­

тоновой форме, сохраняющих основные трансформационные свойства 
дифференциальных уравнений и дающих законы сохранения энергии и 
импульса (при самых общих предположениях относительно шага вре­
мени), может быть решена путем замены в дифференциальных уравне­
ниях Гамильтона частных производных на особые операторы, пред­
ставляемые в виде бесконечных рядов.

Динамика системы материальных точек в разностной формулиров­
ке допускает многовременное описание. Шаги времени для отдельных 
частиц могут быть различными и зависеть от абсолютных величин ско­
ростей.

Законы сохранения энергии и импульса выводятся при самых об­
щих предположениях относительно сетки переменных времени, без 
-каких-либо существенных ограничений и дополнительных условий.

Как видно из общего рассмотрения и из решения отдельных за ­
дач, разностные уравнения, несмотря на сложный вид, сохраняют 
.основные черты дифференциальных уравнений динамики и поэтому мо­
гут трактоваться как разностные уравнения динамики, описывающие 
скачкообразное движение материальных точек. Различие между разно­
стным описанием и дифференциальными уравнениями может обнару* 
житься в очень больших силовых полях.

В заключение выражаю благодарность проф. А. А. Власову за 
формулировку задачи работы и ценные замечания.
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