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Введение

При построении аналитической теории движения искусственных 
спутников Земли представляется интересным взять в качестве проме­
жуточной орбиты не кеплеровский эллипс, а 'боле*: сложную кривую, 
которая включала бы э себя наиболее значительные возмущения, обу­
словленные отличием гравитационного поля Земли от центрального. 
Такую орбиту возможно построить на основании «обобщенной задачи 
двух неподвижных центров, поскольку силовая функция этой задачи 
отличается от потенциала земного тяготения лишь членами второго по­
рядка малости относительно сжатия Земли и допуешает строгое интег­
рирование дифференциальных уравнений движения [1, 2].

Ранее {3] нами были получены формулы, описынающие такую про­
межуточную орбвггу. Эти формулы выражают конические координаты 
спутника как явные функции некоторой промежуточной переменной, ко­
торая в свою очередь связана со временем. Однако метод вычисления 
координат спутника по таким формулам «е является единственным и, 
возможно, самым подходящим. Поэтому в настоящей статье мы реши­
ли дать некоторые другие формы решения рассматриваемой задачи. 
С одной стороны, эти формы решения в некоторых (случаях могут ока­
заться более удобными для вычисления координат ^путника. С другой 
стороны, они будут полезными .при разложении возмущающей функции 
в ряд, что необходимо делать при учете возмущений от других возму­
щающих факторов.

§ 1. Постановка задачи

Выберем прямоугольную систему координат 
центре масс Земли так, чтобы ось Oz была напра 
полюс мира, а плоскость ху  совпадала с экваторн 
Земли. Тогда дифференциальные уравнения промеж 
спутника запишутся в виде

#jr _■ ди Фу _  ди_ d4 _  W
№ ~~ дх * dt% ду * dt* д

Oxyz  с началом в 
влена в северный 
альной плоскостью 
уточного движения

( 1)
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где силовая функция U дается формулой

I1 =  JUL[—  1 -----------  1  --------Л, . (2)
2 W & +  — i c f  V  х2 +  у2 +  (2 +  i c f  )

в которой f — постоянная тяготения, т  — масса Земли, i=  Y — 1> с — 
некоторая постоянная, численно равная —-210 км.

Как уже отмечалось, уравнения (1) с силовой функцией (2) строго 
интегрируются в квадратурах. При интегрировании этих уравнений 
целесообразно перейти к новым переменным | ,  т), ш, связанным с х, у,- 
z  соотношениями

х  =  +  с2) (1 — Tl2) C0Sffi>f

У =  V ( l 2 +  c2) ( l ~  п2) s in ш, (3)

Z =  l  Г].

Кроме того, вместо времени t следует ввести новую переменную т со­
гласно, равенству

dt =  (£2 +  с2 г)2) dx. (4)

Формулы, выражающие сфероидальные координаты | ,  rj, w через т, 
и связь между переменной т и временем t были получены нами в ра­
боте [3]. В этой же работе были введены элементы .промежуточной 
орбиты. Перед тем как привести все необходимые формулы, напомним 
кратко .качественную картину движения спутника и геометрический 
смысл некоторых из элементов орбиты.

Движение спутника происходит таким образом, что

а ( \  — е) <  £ < а ( 1  +  е),
(5)

— S < T ) < + S < 1 ,

где а, е, s — постоянные,, : определяемые начальными условиями. Об­
ласть, в которой движется спутник, представляет собой некоторое
тороидальное пространство, ограниченное двумя эллипсоидами вращ е­
ния с малыми полуосями а (1—е) и а(  1+е)  и гиперболоидом вращения, 
уравнение которого

ДГ2 +  У2 _ *2 _  |
с2 (1 — s2) C2S2

Большие полуоси ограничивающих эллипсоидов соответственно равны
V  —е )2+ с 2 и ]/"а2( 1 + е )2+ с 2. Постоянные а, е, s, таким обра­
зом, полностью определяют область движения спутника, и их удобно 
поэтому принять в качестве элементов орбиты.

Согласно работе [3], переменные g, г], w следующим образом выра­
жаются через т:

I  _  р (  1 - f  XCOSlj?)

l +  ecosoj) ’ 

ri =  s- sin®,
x -  (6) 

w =  arc tg (cos i tg  ф) +

й  =  с0ф +  Со'ф +  c2 sin 2ф +  cx sin ip -j- c2 sin 2^ +

+  c3 sin 3if +  c4:sin 4г|> +  c59
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где р, к, е, с0> с0, сг, clt с2, с3, с4 — постоянные, зависящие от элементов 
й, е, s, а съ — произвольная постоянная интегрирований.

Введем парашггр е До формуле

8 =
а ( I — е2)

Поскольку а (1 —е) бой&ше радиуса Земли, то е<-
30

. Поэтому все по­

стоянные, входящие в формулы (6), можно разложить в ряды по сте­
пеням е. О тбрасьтая в разложениях члены порядка е6, мы найдем [3]

Р =  а (  1 — ef),

ё = е { 1  + е 2(1 — е2)(1 — 2s2) +  е4(1 — е2) |3 — 16sa Ш  —  2е2(1 — s2)2]}, 
x  =  e2e \( i  —2s®) +  е2 [(3 — 16s2 +  14s4) —e2(j —2s4)]}, 

J_
2

сп — е2 cos i 11 — - j-  [(30 — 35si!) +  e2 (2 +  3s8)] J (1 — e2),

^ ) _ e4 (2 +  3 s2) ] Lc0 = ------- e2 cos i |  (2 +  e2) +  - y  [(24 — 56s1) - -  e2 (4 -f- 6

22
e4(l — e2)2s2 cos i,

сг =  — 2e2e cos i j 1 4---- - [(4 — 28s2) — e2 (6
8

C9 =
e2-  e2 cos i • 1 e2 [11 + e 2(l ,

-  e4 e3 cos i (2 s1),

где

c4 =  e4 cos t (2 - f  s®),

t =  arc sin s.

Что касается переменных <p и ф, то они связанЦ с переменной х 
формулами

ф =  am [о* (т -h с9), Ад}, 

=  am [<т2 (т +  с4), й2],
(7)

где Сз и с4 — еще две произвольные постоянные интегрирования, а мо­
дули ki и k2 и постоянные cri и о2 определяются из равенств

Щ -  е2 (1 — е2) s2 {1 — 4**,(1 — s2)}, j 

Д2 ^  8 W  — е4е2(1 -  10s2 +  1 Is4 +  e2$*\t

<rx -  V j w k l - e 2) { l  4- ~ (3 +  *a) (1 -  sj)

(8)
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— - j -  [(9 +  2s2 — 1 Is4) +  e2 (6 +  28s2 — 34s4) +  e4(1 +  2s4 — 3s4)]J,

f e2 (9)
a2 =  У  f r m ( l  — e2) 11 -----(3 — 4s2 — e2) —

— - y [ ( 9 -  72s2 +  64s4) +  e2(2 — 40s2 +  48s4) + e 4]|.

Таким образом, координаты спутника являются некоторыми комбина­
циями эллиптических функций т с малыми модулями (порядка 7зо).

Формулы (3) — (9) будут полностью решать поставленную задачу, 
«если мы Найдем формулу, по которой для любого заданного момента 
времени t можно вычислять т. Действительно, если элементы орбиты 
спутника известны и для заданного момента t известно х, то с помощью 
таблиц эллиптических функций мы сможем найти £, т), w, а затем по 
формуле (3) вычислить прямоугольные координаты спутника.

Однако полезно иметь для этой цели и другие формулы. Здесь мы 
воспользуемся тем обстоятельством, что для эллиптических функций 
существуют тригонометрические ряды, весьма быстро сходящиеся при 
достаточно малых значениях их модулей.

§ 2. Разложения для ф и <|)

Для am (Я, k) мы имеем следующее известное разложение:
У-W» ОО ^

я? , \  п к  . 2 qn . п п к  ; 1ЛЧат(Х. k) = -------h > ---------—  s i n ------- , (10)
К * '  2К ^  п 1 +  02Я К  V+  Я' 

я= 1
где

*=т{1 + (т ),*,+(тг),*‘+ -4  (11)

9 = т Н 1 +  ^ г + - г г * 1 +  - - } -  (12)

Отбрасывая члены с ke, мы из формул (10) — (12) найдем

ат(%, £) =  Й — ^ - ^ 1  +  s i n +  s in 4 V  (13)

где

й - * 1) 1 - (14>
Подставляя в (13) и (14) вместо k  последовательно и &2> а затем 

заменяя их выражениями (8) и (9), мы получим

Ф =  и  -f- --— e2) s 2 | l  — - у (8  —  9s2 +  e2s2)j s i n 2 a ,  (15)

ij5 =  v - f  - j -  e2e2 js2 — — ■ (2 — 20sa +  22s4 — 3e2s4)j sin 2v, (16)

где

и _ =  t ijt  +  —  - у ) .  и =  п2(х +  с4), (17)
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причем

пг =  V } m a ( l — e2) | l  +  ~  [(6 7s2) -f  еа (2 — s2)] —

-  [(9 -  3s2 -  s j  +  e2 (б +  34s2 -  s*) +  e- ( l  +  s2------s4)] j .

(18)

n2 =  У frrm (1 — e2) | l  — [(6 —- 8sa) — e2 (Jl—  s2)] —

~  т  [(9 ~ 72s2+ 64s4)~™e2 (23s* “ 30$4)+ gi I 1
Заметим, что в формулах (15) и (16) мы отб 

амплитудами порядка 10-8 и выше.

1 —-
§ 3. Разложение для r~  , rj и Q

Д ля эллиптических функций Якоби мы имеем
1

‘) ■ (19)

аосили все члены с

sn X -■ 2я y i
kK 2a

/2=1

2<7 -  sin (2« - - l ) - ЯА,

W '
(20)

cn  X —

oo
2jt y i  
ш  2a

n= 1

1

r ~ - cos, (Зя - - 1 ) !
яX 
ж '

(21)

где К  и q определяются равенствами (11) и (12).
Поэтому, сохраняя лишь члены с амплитудами, 

найдем
большими 10-9, мы

sin ф =  ^1 +

cos Ч|) =  ( 1

к2 7
_ 1 . _j----------Ы  )  C O S и

16 206 1

иГ 266

k \
'̂1 "Ь A . Л с os 3и 4-

k \
cos. 5 u, 

(22>
16 2 / 256

kn

~16~ ( 1 +

k22
2 А   ̂

j
os 3v +

k \

256
cos 5v,

где и и у даются формулами (17), 

Далее имеем

«9 «9 I
cosi 2-ф ~ i ---------- Ь cos 2v -------cos 4v 4* •

cos Зг|з =  cos 3v +  • • •,

A2
sin £г|> =  s in 2v -j---- — sin 4v +  . .

8

sin3t|j =  sin3o +  . .  

sin 4ij) =  sin 4v - f ___

(23>

(24)

(25>

(26)

(27)

(28)
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Из первой формулы (6) находим

- ~  =  А0 +  Аг cos г|) +  А 2 c o s  2ф +  А3 cos Зг|), (29)

где
Р =  а (  1 — е2),

Л0 =  1 +  S -  е2е2 (1 — 2s2) +  е4е2 [(3 -  16s2 +  14s4) — е2 (1 — 2s2)],

Ах =  е | l  — -L  е4е2 (1 — 2s2)2} , (30)

А 2 = -----l-  s2e2 (1 — 2s2) — j - e 4e2 [(3 — 16s2 +  14s4) -  e2 (1— 2s4)],

A3 =  - ^ e 4e3(l — 2s2)*.

В формуле (29) мы отбросили все члены с амплитудами порядка е6 и 
выше.

Подставляя в (29) равенства (23), (24), (25), мы окончательно 
найдем

—  =  а0 +  ах cos v +  а2 cos 2v +  а3 cos 3v +  «4 cos 4v, (31)
£ -

где

a0 =  1 +  -^ -e2( l —  2s2) +  ~ - e 2[(24 —  128s2+112s*) — e2(8 +  s2 — 18s4)],

aa =  e j l  -  - ^ - e 2s2----- [(48 -  96s2 +  80s4) -  7e2s4]}, (32>

a2 = -----X-  e2e2 (1 — 2s2) — [(3 — 16s2 - f  14s4) — e2 (1 — 2s4)],

=  ( 6  _  1 2 s 2 +  1 0 54 _  e 2s 4)
з 16 32 4 "

. e4e4s2 0 o\a4 = ----------- (1 — 2s2).
16 4

Подставим теперь (22) во вторую формулу (6). Тогда получим

ч\ =  bx cos и +  Ь3 cos 3и, (33)л

где

А  = s {1 +  (1 -  е‘) s2 -  ^  (1 -  ег) S* [64 (1 -  зг) -  7s2 (1 -  е2)]},

*s = - s 3{ - ^ - ( l - e 2) - - | - ( l - e 2) - [ 8 ( l - 52) - s 2( l - e 2)I. "  (34)*

Аналогичным образом мы можем получить следующую формулу для Q: 

Q =  Q +  dx sin v +  d2 sin 2v +  d3 sin 3d +  d4 sin 4v -j- d2 sin 2 m ,

Q =  n3т -f- Cg, (35У)
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тд е

d 1 =  —  2еавcos t i l  +  -—-1(8 — 56 s*) — e8(12 - f  13s3)] j ,

*)] }.A  • f ldo -------------cos i J 1
4 \

[(22 — 2s2|) +  e2 (2 +

d3 — e4e3 cos i(4 — 3s2), (36)

d i =  “7 Г  (:°s 4 2  — S2),64

d --------5-- (1 — e2)2sa cos i ,
32 '

л . r.2 V /^ P  cos i ^  1 — у  [(6 -f  s2) — e2 (4 — 26s2)] | . (37)

§ 4. Выражения для прямоугольных координат

Из третьей формулу (6) находим

v r - -  i f  с ф  w =  cos ср cos Q — cos i sin <p sin Й,

V 1 "tpsiji w — cos ф sin Q - f  cos i sin ф с 08 Й.

П оэтому для прямоугольных координат х, у, z  спутника будем иметь 
-следующие формулы:

х  *= У  |* 4- с2 (cos ф cos Q — cos i sin ф siiji Q),

у  >= \  I* -j- c2 (cos ф sin Q -f- cos i sin tp co$ Q),

(38)

(39)

Формулы (39) могут служить для вычисления прямоугольных коор-
.динат спутника вместо формул (3). Они могут ожаз 
ными, например, н случае, когда s близко к  един 

.почти полярных орбит, когда третья формула (6) 
.вычисления w.

§  5 i  Соотношение между v н t
Из равенств (17) и (35) имеем

и =  (1 +  v) v +

Q — -f*

;где шо и Qo — постоянные, которые связаны с посто 
соотношениями

лться более удоб- 
нне, т. е. в случае 

мало удобна для

(40)

Я Н Н Ы М И  С з , с 4 и  с 5

0)п ПлС.1°3 4nlf

Q n  ----- С е“О —  °5

«а постоянные у ш у определяются из формул
«1 „ «3. (Л = -------

п%
1 _j_v =  — , |Л 

' пъ
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или

v  =*= iL  (12 — 15s2) +  —  [288 — 1296s2 +  1035s4 — e2 (144 +  288s2 -  510s4)].
4 64

(41)

[i = -----^ -c o s a ----- ^ “ (6 — 17s2 — 24e2s2) cos i. (42)

Очевидно, мы можем вместо т в качестве независимой переменной,
принять V. Установим связь между v  и t. Так как

- dt =  ( | 2 +  c2r]2) dx,

то  на основании (17)

' Л _  _  g2 +  с2г|2 ^

dv щ

Выразим правую часть этого равенства через v.
Тогда получим

- с Т)2-  ^ ^ ----------^ - ( - 2 е 2(1 — e2)3/4,acos 2и +
п2 п  (. (1 +  е cos v)2

+  п * ?  ~  g2) 1' &  +  К  cos у +  К  cos2i>)\,. (43)(1 4- е cos y)s )
тде

n = l / Я Н 1  ~  T e ! ( I  ~ e ! )  ( 1  _ s ! )  +

+ -|-e4(I — e2>(I — s2) 1(1 + 11s2) —ea(l — sss)j|,

X  -----—  (1 — e2)3A(24 — 96s2 +  75s4), (44)

=  ( 8 - 1 3 s 2),

1(8 -  12s2) +  e2 (8 -  1 Is2)], 

£ . - y  (4 - 5 s 2), X ,=  i .

Б  формуле (43) мы отбросили все члены, которые при интегрировании 
г периодические члены с ампл
Интегрируя (43'), мы найдем

даю т периодические члены с амплитудами порядка е4 и выше

л (t — L) + M 0= 2 a r c t g lX " —— tg  —-e V  1 — е2---------------------— Яо +• 0/ 0 У l + e  -2  1 -f-еcosv

+  е2 (1 — e2)s/2X2 sin 2м +  - - —  ф 0 +  Pi cos v) sin v, (45)
(1 e cosy)2

гд е

50 =  2 - 3 s 2, Px =  - 7-(8  — 11s2), (46)
4
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причем Мо можно принять за шестую произвольную постоянную, вме­
сто с4.

Применяя для решения уравнения (45) тот же ^|рием, что в рабо­
те [3], можно выразить v как функцию L Не останавливаясь здесь на 
подробностях выиода, .приведем все формулы для; вычисления v как- 
функции t.

v =  0 — 82Х2 (1 +  £ cos 0)2 sin 2 (0 +  ®) 1“  s2̂  (Ре +■ Щ cos 0) sin 0,
где

со =  V0 +  со0,

а 0 определяется шз следующих уравнений:

lsT  = V i^ i* si '
Е  — esin Е =  М,

М  =  n ( t  — о̂) М0,

~  Моп —
1 —  Х

м 0 =
1

Таким образом, свйзь между 0 и f практически

(47)* 

(48>

(49>

(50) 

(51У

(52>

ничем не отличает­
ся от соотношения меж]ду истинной анома|лией и временем в кеплеров
ском движении. Зная 0| мы по формуле (47) легко 

Заметим, что при выводе формулы (47) мы от
можем наити v. 
$росили все перио­

дические члены, пропорциональные «4, и члены более: высокого порядка. 
Хотя для большинства практических задач полученf 
вполне достаточна, укажем, однако, что если потреб 
кая точность, то можно будет воспользоваться формулами (133) рабо­
ты [3], где установлена связь между гр и t*. А по данному можно- 
всегда вычислить v по формуле

у =  -ф +  /г2 sin 2г]) +  sin 4^, (53)*
где

Нъ -------- <?2s2 -Ь (2 — 20s2 +  22s4 +  ezs%
10 32

h, =
256

eV s4.

Последний член в (53) почти всегда может б|ыть отброшен, так: 
как он имеет порвдок 10-8.

Выводы

В настоящей с:тать£ мы нашли все формулы, описывающие проме­
жуточное движение спутника. Эти формулы завися*! от шести произ­
вольных постояшшх а, е, s (или г), ^о, 0о, М0. выводе всех фор­
мул мы производили л^шь разложения по степеням |малой величины е2,, 
но нигде не разлагали по степеням е или s, так 4ij@ полученные фор­
мулы справедливы при любых эксцентриситетах и Наклонностях орбит 
спутника. Всюду, где Мы делали разложения, мы Пользовались абсо­
лютно сходящимися для любых моментов времени рядами. Заметим:,.

* В работе [3] вместо $  использовано обозначейие v.
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что многйе формулы выведены с большим запасом точности, поскольку, 
жак правило, все периодические члены, пропорциональные е4, можно 
спокойно отбросить.

Предположим теперь, что нам известны числовые значения элемен­
тов  а, е, s, (о0, йо и М 0 (они могут быть найдены из наблюдений или 
^вычислены по начальным данным) и пусть нам требуется для какого- 
либо момента времени вычислить координаты спутника^ Прежде всего 
по известным элементам мы вычисляем все постоянные п, е, v, ц и т. д. 

З атем  по данному t из (51) находим М. Решение уравнения (50) даст 
нам Е, после чего по формуле (49) находим 0. Найдя 0, из формулы 
(47) вычисляем v. После этого из соотношений (40) определяем и и Q.

Дальнейшие вычисления можно проводить по различным схемам. 
.Укажем некоторые из них. _

1. По формулам (15), (31) и (35) находим ср, | ,  Й, а затем, ис­
пользуя равенства (38), вычисляем прямоугольные координаты спут- 
шика. _

2. По формулам (15), (16 )и (35) находим <р, -ф, й . После этого ра­
венства (6) дадут нам I, т), w, а формулы (3) — прямоугольные коор­
динаты.

3. Зная v, из второго равенства (17) находим т, а _затем, используя 
таблицы  эллиптических функций, можно найти ф, ty, й , или £, т], ш, а 
шотом и х, у, z.
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