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КВАНТОВОЕ КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
И КОЛЛЕКТИВНЫЕ КОЛЕБАНИЯ В КРИСТАЛЛАХ

Развивается метод квантового кинетического уравнения с самосогласованным по
лем для определения коллективных колебании в кристаллах.

В работах [1, 2, 3] был  развит метод кинетического уравнения с 
самосогласованным полем для вариации функций распределения (лине
аризованное уравнение Власова) для определения спектра коллективных 
колебаний в кристаллах ори различных температурах. В частности, при 
абсолютном нуле уравнение Власова приводит к хорошо известному" 
борновскому колебательному спектру, причем этот > спектр является 
единственным у этого уравнения', хотя нелинейное кинетическое уравне
ние Власова [4], из которого получается уравнение^® вариациях, имеет 
весьма обширный класс решений самого разнообразного типа. Посколь
ку, однако, область низких температур является квантовой областью 
состояний статистической системы,, то естественным Я в л ястСя п р именени е 
квантового кинетического уравнения с самосогласованным полем для 
определения коллективных колебаний-в . кристаллах. Метод квантового 
кинетического уравнения позволяет преодолеть известные ограничения 
как метода Дебая, так и метода Борна—Кармана.

§ 1. Уравнение для коллективных колебаний
В квантовой статистической физике [5, 6] функции распределения

Fs(t, Q\, <72, .... , Qs', q'i , <72 , ....., <7s ) определяются через матрицу плотн'о-
сти всей системы (q\ определяет точку пространства, соответствующую 
/-той частице, декартовы координаты которой будут обозначаться через, 
<?“ ( а =  1, 2, 3 )). Диагональные элементы квантовой функции распределе
ния D s представляют плотность вероятности распределения комплекса s 
частиц в каждый момент времени. ' ,

В приближении самосогласованного поля вариация квантовой 
функции распределения одной частицы

(t , q, q') =  Dx (t, q, q') — D°i (q, q') s  cp (t, q, q') 
определяется квантовым кинетическим уравнением ■ >, у;
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где D°i (q, q') и Dx (t, q, q') — соответственно равновесная и неравновесная 
квантовые функции распределений йднойчастйць^

Н — — А§4-^о(<7)> ” '
... 2т . .. . .... ... . ^

U0 (q)=- | Ф ( к  — 9x1) Ро (<7i) dq1, р0 (q) =  D? (<7, 9),

Ф (|q — qx \ ) Потенциал парного взаимодействия.
Д ля определения спектра коллективных колебаний в кристалле по

ложим
Ф (*. <7, я') =  фо) (Я, д') е~ш- (2)

После подстановки (2) в (1) получим

Ьо)фш (q, q') =  (Hq — Hq) cpffl {q, qf) +

+  * i -  ф ( ! .у - -й ;)> 1 ’..0 /,)и'й , (3)
где

' РсоЫ =фсо(<Ь ft)* Л
Положив в (3) q' =  q, будем иметь

"■ ■; - ш Ре>{я) +  ± у Щ ^ - = о, (4)
: ' т ^md dqu

. , , а
где •

11(g) =■- / “ (<7> =  ? а (<7. 9') Фа) (<7, <7%'=9,

....................? “ < ? ,? ') =  — г ( - £ — з т О -  (5)

Умножая (3) слева на р® и полагая потом в полученном уравнении д ’ =q,
будем иметь

е (6)

=  — Ро (я) J  ф  (I? — <7i I) Рсо (<7х) dqlt
г д е . . .

П*р (д) =  <7')  |г _* =  р«Э Фи (?, . (7.)
Выражение (7) можно представить в виде

Т фФ (q) =  J  QS’P (9, <7i) Рсо (<7i) dqi, (8)
где ...................... ...................

Qa>̂ (<7> <7i) =  pap^R<a{g> g ', <7i)I<?'=<7> (9)
f -

00
Ясо (<7, <7i) =  j  ф  [Ф, Di] St)qr ,i (10)



и S t — унитарный оператор, равный

~ Т тs ,= < ?  % ,
Действительно, уравнение (1) в операторной форме имеет вид 

_ ; ■ " Л -"2- ' ' (И )

где

С помощью унитарного прёоб{зазования '
л ^  =  s f  q>St и ф =  : ^

i113? (И ) ■получаем
a-£t =sf/s,>ot

откуда

и
При адиабатическом включении бесконечно-малого возмущения в на
чальный момент t0= — co получаем
. - . t
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ф (/, q, q') =  J  rft J  {S,_T[Ф, D°i] s t x }т- Ф (t, f t ,  <7j) <̂7i-

i. —00

Подставляя сюда (2) и делая замену £ — x - * t ,  получим

Фсо (q, q’) =  J А'со (q, q', qi) p<o Ш  dqx (12)
и

Pea (q) =  j  K<0 (q, q, <7i) Ре» (qx) dqXr (13)

где K a (q, q ' , q x) совпадает c jlO ) .
Умножая слева (12) на paffi и полагая потом q' =q~, получим (8). 
Таким образом, уравнение (6) при учете (4) и (8) приводится к 

следующему:

р

-  Ро (?) J 'Ф (IЧ — Ъ  » Й №  d^ } ’ (14>
В применении к кристаллу это уравнение определяет полный спектр 

коллективных колебаний в нем при любых температурах.



§ 2. Спектр коллективных колебаний в кристалле 
при малых волновых числах

Найдем спектр коллективных колебаний в одноатомном кристалле 
при малых волновых числах и любых температурах, пользуясь уравне
нием (14). . . .  . . . . . . . .  ......
. Ядро уравнения (13) для кристалла инвариантно относительно сме
щения аргументов q и q\ йа период решетки, поэтому решение уравнения
(14) имеет вид

V , (15)

где U“(q) — некоторая периодическая функция с периодом решетки..
Если U%(q) — Л“р0 (q), то можно показать, что решение

й(?) = <42ро (<?)«'“■« ( (16)
точно удовлетворяет уравнению- (14) при со =  0 и k = 0. Это означает, что 
спектр коллективных колебаний в одноатомном кристалле при /дабых 
температурах начинается с нуля. Д ля определения со (&) при малых вол
новых числах подставим . (16) в 14 | , умножим получившееся уравнение 
на ехр {—i(k, q) } и проинтегрируем его по объему ячейки кристалла. 
Тогда, оставляя в уравнении главные относительно о и k  члены, после 
несложных-вычислен'ИЙполучим, что при малых со и k  и любых темпе
ратурах рассматриваемого кристалла, квадрат частоты коллективных 
колебаний в нем во всех случаях, кроме структур со слоистыми решетка
ми (типа графита), квадратично , зависит от составляющих волнового
вектора: ш2(&) = С г-^Д,-.........  ’ .

Более подробное решение уравнения (14) для различных кристал,- 
лических структур и вычисление коэффициентов c{j, определяющих тем
пературную зависимость скорости звука в.кристаллах, составит содер
жание другой 'работы, : ^ ■ • - < . - -■ \ : ■ -

Выражаю глубокую благодарность акад. Н. Н. Боголюбову за 
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