
& ъ ел т т ни т е
МОСКОВСКОГО УН ИВЕРСИТЕГА

/ а д  ■ - ,  . • №  4 -1 9 6 5  ••

УДК 621.378.001

3. Ф. ЕФИМОВ

О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ СПИНОРНОГО ПОЛЯ 
С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ

Лагранжев формализм теории локального взаимодействия спинор- 
ного поля с электромагнитным дает возможность последовательно осу­
ществить описание рассматриваемой системы и получить физически- 
реальные результаты только при условии, когда в качестве волновых 
функций,. характеризующих состояние системы, берутся функции не 
свободных, а взаимодействующих полей. При этом законы сохранения 
динамических величин реализуются только для всей системы в целом, 
а не для каждого из взаимодействующих лолещ
I Лагранжиан рассматриваемой системы всегда можно записать в 
виде суммы двух лагранжианов {1, 2, 3 ] ; ; I

L = ±С(1 + ЬЭ -  О М  —  О М  4 -  ' ;

4- i e A $ )  — т Щ  — Fn[Fnl. (1)

Обычным вариационным методом находятся уравнения в з а и м оде й ст ву ю- 
щих полей г

v ' ;  ; Г  ■ iyk О М  —  ieAk\f) —  т ф  =  0

i (iM +  ieAk\j?) yk +  т ф  — 0
dFkn —' '

(3)

Д ля вектора тока
. . дЬ dL \  — .yk =  _  1е / ^ -------^  =  _

V дУ'к - dtytk ]  

как следствие уравнений (2), имеет место уравнение непрерывности:
Л  =  о. . ' •

Канонический тензор системы состоит из двух тензоров взаимодей­
ствующих полей

T kl =  Ten +  Т11 =  "(ipyk\p>* —  ■ф-^ф) — FknA„ +  — ■ g klFnmFnm, (4)

i



где учтено, что лагранжиан возмущенного спщгорного поля в  силу урав­
нений этого поля обращается в нуль ' "

г еп-Ф Д* i f ф д ч - ч ц й }  ^ 1 — =  o r  >.

ДЕшёргенции от канонических тензоров отдельных полей, определяющие 
величину четырехмерной силы взаимодействия между полями, равны по 
величине и противоположны по знаку

дхк

9 7 ? = - Л 4 ы ,
дхк

так что только дивергенция от'канонйЧеекого тензора всей системы равна 
нулю:

_  _ J L  Tkl 4 . _ А _  т*1 =  о.
’* дх* сп^  dx* э

Это говорит о том, что законы сохранения имеют место только для всей 
системы, т. е. показывает ее энергетическую замкнутость.

Д ля выявления возможности симметризации канонического тензора 
всей системы найдем метрический тензор, пользуясь методом Гильберта.

Метрический тензор любого векторного поля находится путем вари­
ации тензорной плотности лагранжиана, записанного в ковариантном 
виде, по компонентам метрического тензора g ih и его производным, что 
приводит к формуле [4, 5]

а __ 2d V - g L  2 a a i ~ g 'L  -
lk V —gd g ik V —g дх1 dglk

Д ля получения метрического тензора энергии-импульса опинорного поля 
следует варьировать тензорную плотность ковариантного лагранжиана 
по компонентам тензора Ламэ и их производным [6, 9]. Следуя 5-оптике 

[б] применительно ik пространству четырех; измерений для метрического 
тензора спинорного поля, при его взаимодействии с электромагнитным 
получаем

в«  =  — ( V  +  ieA1̂ )  +  ~  К 1кп, (6)

где K lkn =  (yly kyn — 'Ф> так чт0

j l , k n  __ _L_ f i l k n  ^ ^ y l y k y t l  ---  y t l y k y l ' j  __ _L_ .ф ( y r i g l k  _[_ Q I k y t l ' j  ^  ( j y

4 i $t 8

„ l k  . vlvk — Y V  u — ♦2 i

Преобразуем тензор (6) к явно симметричному виду [9].
Тензор третьего ранга (7) отличен от нуля только при условий 

1 Ф И Ф  п, что позволяет записать его в более простой форме



Дивергенция от этого тензора

дхп 4

на основании уравнений (2), которые с учетом, что п ф 1 \  п ф к ,  можно 
записать в виде " ’ .

i +  е +  iy l O k — i?A$)  +  iy* (ф,* — ieAk\|>) — т ф  =  О,

i 2 W “  е 2 ^  ^  Y* +  » ('Ф.* +  у* +  тф  =  О

((штрихи означают отсутствие^ суммах членов с я  =  / и n= k ,  в остальных 
слагаемых суммирование по' I й k“при этом не производится), преобра­
зуется

А 1 — • — j. , - • ___
. f i№ =  —  “Ь t|)Y^’*) +

дхп 4

~  ( A 4 Y 4  ~  Л;г|зуйф).

Д ля тензора (6) получаем явно симметричное выражение [2]

-j- —  i |3^y *'\J)) -J— — ( A ^ y ^  +  А г,ф у 6ф ) .

По лагранжиану электромагнитного поля, записанного в ковариантном 
виде

4 = - 7 ? л г * '" '

формулой (5) определяется метрический тензор электромагнитного поля

в*  =  -  W * .  +  (8)

Разность между матричным тензором всей системы, состоящим из 
тензоров (6) и (8), и каноническим (4) преобразуется к дивергенций от 
тензора третьего ранга, антисимметричного по двум индексам,

0« — Tkl =  ё ^ у Ч А 1 +  ——  f ' kn +  FknA\n =  — I kAl +  .
дхп .. ’ дхп

+  (AF**1) +  А1 .
дхп v > дх*

При этом выявляется невозможность независимой симметризации кано­
нических тензоров для каждЬго из взаимодействующих полей: несиммет­
ричные слагаемые в спинорном поле — I hA l и электромагнитном А 1-------

дт
взаимно уничтожаются только при совместной симметризации. В ре­
зультате получаем обычную связь между метрическим и каноническим 
тензорами всей системы [8]

Qki=zTbl +  — - f l>k’K
; , ; дх* ,  у  г  5 : ■

Тензорохм f l,kn =  —  г|) (ynalk -f- а1кчп) ф -f- AlFkn



определяется тензор спина системы взаимодействующих полей

пространственные составляющие которого образуют вектор [1, 3, 9]

щие силу взаимодействия между полями, как и для канонических тензо­
ров, равны Между собой и противоположны по знаку

щих полей, когда деление всех динамических величин на составные ча­
сти носит чисто условный характер, осуществляется без каких-либо ло­
гических противоречий и приводит к  физически реальным следствиям. 

Если лагранжиан (1) записать •ц виде, суммы трех лагранжианов

L =  Lx +  LB3 +  L2 =  — ^,kykM  — Fmfln

и вести описание поведения системы в терминах волновых функций сво­
бодных полей [1, 3, 4," 7, 9], т. е. считать, что Li является лагранжианом 
свободного спинорного поля; 7-2 — свободного электромагнитного и 
/-из — лагранжианом взаимодействия, то при этом лагранжев формализм 
приводит к логическим противоречиям и нереальным физическим след­
ствиям.

Из лагранжиана свободного спинорного поля

при этом учтено, что L j=Q  в силу уравнений поля. Дивергенция от это­
го тензора с учетом уравнений свободного спинорного поля равна нулю:

Qn(lk) t l jkn__ fk.lrt

Дивергенции от метрических тензоров отдельных полей,* характеризую-

так что законы сохранения для всей системы содержатся в условии

Это характеризует динамическую замкнутость рассматриваемой си­
стемы. :■ .... - , ", - / , , \  • :

Описание системы в терминах волновых функций взаимодействую-

L i ~ y

обычным путем следуют уравнения свободного поля

iyk$,k — т Ф =  о,
i'lU'Y* +  — О

и канонический тензор энергии-импульса

д



Последнее означает, что спинорное поле не подвержено какому-либо воз­
действию извне.

Аналогично для лагранжиана свободного электромагнитного: поля

Т -------- L  F F ln■̂ 2 4 1 In*

dFkn n  ‘ о - .лолучаем уравнения поля ■  ̂ - = 0  и каноническии тензор энергии-им­

пульса ' .• ■ ■ ; .. ;

". ■■ ■■ ■■■■. :

Дивергенция от этого тензора с учетом уравнений свободного электро­
магнитного поля также равна нулю

д 7 ? = 0 .  ; (10)
d x k

В результате следует, что канонический тензор энергии-импульса всей 
системы состоит из трех тензоров:

Т ы =  Т\1 +  7 f3 +  y f  =  L
2 4

Дивергенция от тензора всей системы, принимая во внимание (9) 
и  (10), оказывается при этом отличной от нуля

т* = — ё м

что характеризует динамическую незамкнутость системы.
Неприменимость теоремы Нётер к системам взаимодействующих 

полей [1] обусловлена только тем, что в терминах волновых функций 
свободных полей нельзя осуществить описание взаимодействия между 
полями. Энергетическая замкнутость системы взаимодействующих полей 
обеспечивается в лагранжевом формализме только при условии, если 

б  качестве параметров системы берутся волновые функции, удовлетво­
ряющие уравнениям взаимодействующих, а не свободных полей.

В этом можно убедиться и другим путем.
По лагранжиану системы взаимодействующих полей >(1), считая 

неизвестным, каким уравнениям удовлетворяют входящие в него функ­
ции, определяем канонический тензор энергии-импульса системы:

тЧ=~  S y 4 ./— f  л Ч )  — д? [ у  — Ф .л яФ) —

— mtyty +  е^уп^ А п 

Дивергенция от этого тензора приводится к виду

— F ^ A n,i +  -L  bklFnrFnr. (11)

T i t  =  ^,i (— +  Щ  — eyk$Ak) +  +  Щ  — ety4kAk) Ф,/
Qpkn( fipkn — \

—  +  еф ч“ Ч>) A „ j .

Отсюда следует, что для реализации законов сохранения, т. е. для обра­
щения в нуль дивергенции от канонического тензора всей системы, не­
обходимо, чтобы волновые функции удовлетворяли уравнениям взаимо­
действующих полей '(2) и (3).
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