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Рассмотрены с помощью асимптотических методов, основанных на усреднении, 
вращательные режимы некоторых нелинейных систем с одной степенью свободы, ко­
эффициенты которых зависят от п параметров, изменяющихся по произвольному за ­
кону. Получены удобные расчетные формулы второго приближения по степеням мало­
го параметра, не требующие для применения предварительного решения вырожденной 
системы,

§ 1. Постановка задачи

В работе [1] рассматривалась асимптотика вращательных движе­
ний с одной степенью свободы, описываемых нелинейными дифферен­
циальными уравнениями следующего вида:

& •
—  [пг (*) y] +  Q (х, у) =  8/ (х, у, у, г),

(1)
х  =  гХ(х ,  у, у , б).

Здесь у — одномерная координата, у —  скорость, т(х)  —  масса, х =
I I 0V ( х ,  у )=  { х п |  — совокупность п параметров, Q(x, у) =. ■— —------ ------

ду
потенциальная сила, вызывающая вращение (V — потенциал) ef, &Х — 
малые нелинейные возмущения, е — малый положительный параметр. 
Вращательные режимы некоторых систем, являющихся частными слу­
чаями (1), исследовались в [2 — 3]. В [1] получены уравнения, описываю­
щие в первом: приближении по степеням параметра е изменение энергии 
вращения и параметров х. Наша задача заключается в выводе уравне­
ний второго приближения для энергии вращения и параметров х, нахож­
дении фазы и периода вращения, а такж е в выводе формул первого приб­
лижения для координаты у  и скорости у. Отметим, что аналогичные 
задачи для частного случая системы (1), когда единственным медленно 
изменяющимся параметром х  является «медленное время» т = et, рас­
сматривались в [4 — 5].

§ 2. Уравнения второго приближения для медленных параметров
С помощью интегралов невозмущенной системы (системы, в кото­

рую переходит (1) при 8= 0) можно перейти в системе (1) от перемен­
ных у, у  и х  к  новым переменным Е, -ф и х, где Е — энергия вращения,
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■ф — фаза вращения. Примеры подобных преобразований можно найти 
в [1, 4, 5, 7, 8]. Тогда система ;(1) перепишется в следующем виде:

х  — гХ

2л

Ё =  &Gt (Е, х, у) +  еЮ2 (Е , х, у),

1 ( х ,  у, 2 ( E - V ) ]  +  e‘X , [ x , y , W ’± { E - V ) ) ,  (2)
т

ty =  <o(E,x)+  еТ  (Е, х , у),

где to =  — -----частота вращения, Т  —

ния,

й 1 = 1 ( _ £ ^ + "  Ц , | ,
дх дх

период враще-
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1 dm
~дх

у р 2л

+

*- J L l n  А
т 2 дх дх V m

~ Z {E~ V)tn

2л
mT

Х'{х' у' l / f  ( Е ~  

G1{E, х, у).
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( E - V )

Здесь введены обозначения:
У  2 Л

F m  =  I ------ =:■ - -  I
—  ( E - V )  m

o '  o '

f ( x ,  y, y, e) = Д  (*, у, у) +  e/2 (х, У,У) +  е2 . .
! .

Х ( х ,  у, у, е) =  Х х (х, у , г/) +  еХ2 (*, у, у) + s 2. . .

Кроме т о г о ,  предполагается, что y ( t o ) = 0  (это предположение не нару­
шает общности ввиду того, что система (1) близка к автономной).

Система (2) принадлежит к виду систем с быстро вращающейся 
фазой, для которых в [6] — [8] разработана методика асимптотического 
исследования, основанная на методе усреднения. Усредняя правые ча­
сти (2) по быстрым переменным, получим следующие уравнение второ­
го приближения для энергии вращения Е  и параметров х:
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2л  JE_ dm  _d_ /  V 

1 .d y f [ J ? [ X J ] , dj,, (4)

В функциях, стоящих в правых частях (3) и (4), переменную у  нужно 

заменить на т /  — (Е— V). Уравнения (3) и (4) содержат только коэф-
V  т

фициенты исходной системы уравнений (1).

§ 3. Интегрирование уравнений второго приближения. 
Вычисление поправок

Как показано в [7], интегрирование системы уравнений второго 
приближения (3), (4) сводится -к интегрированию системы линейных 
уравнений, если известно решение уравнений первого приближения (см. 
[1]). Представим энергию вращения Е  и параметры х  во втором прибли­
жении в следующем виде:

Е  =  Ег +  еЕ2, х  =  хг +  ех2. (5)

В (5) Е и Хх — решение уравнений первого приближения, которое мы 
предполагаем известным, еЕ2, ех2 — поправки второго порядка. П од­
ставляя (5) в уравнения i(3), (4), получим для Е 2 и Х2 следующую ли­
нейную систему:



=  8 [At {Elt Xl) E2 +  A2 (Elt x j  x2 +  A3(E1, x 1)l,

(6)
[Bx (Elt Xj) E2 +  B2 (Elt Xj) x 2 +  B3 (Elt хг)],

at

где A 3—члены порядка e2 из правой части (3), 5 3 — члены порядка е2 
из правой части (4),
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т Т  1 / 2

(  —  ( E - V )  
\  m
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Е_ dtn _ д _  f  V__
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Система (6) интегрируется в квадратурах, если известно общее реше­
ние уравнений первого приближения. Проинтегрировав (6), мы найдем 
поправки второго порядка, описывающие лишь медленное, плавное из­
менение энергии вращения и параметров х. Д ля того чтобы учесть не 
только медленные, но и быстрые изменения энергии и параметров (из­
менения за время порядка Т, где Т — период вращения), необходима 
вычислить поправки, описывающие эти быстрые изменения, которые 
имеют следующий вид:

Д ля сохранения требуемой точности в (7) нужно подставить первое 
приближение координаты у, которое будет найдено ниже.

Уравнение для определения в первом приближении фазы возму­
щенного движения получается усреднением последнего уравнения (2) 
в смысле [6] — [8]. Е> результате получаем

2я

Е  =  Ех +  гЕ% +  eF [GJ, х  =  x 1 +  exi +  bF [X J. (7)

§ 4. Вычисление фазы и периода вращения

^  =<а (Е, х) +  8

Е dm 
р  пг2 дх

пг
2

дх \  rn I

( E - V )
X

о

F

m
2

( E - V )  ^

Gidy

о
(8)

Уравнение (8) интегрируется в квадратурах, если известны энергия и 
параметры х  во втором приближении (5). Подставляя (5) в (8), полу-



(9)

В уравнении (9) Т\ 

Т г -

■ период вращения в первом приближении:
2я

dy

V
( 10)

m (x-j) (£ i  V (x i , у))

Знание уравнения (9) для фазы вращения позволяет найти второе при­
ближение периода возмущенного движения Т = Т1 + еТ2, где опреде­
ляется (10), еГ2■— поправка второго порядка вида:

Т , =

E i dm 
m % дхг dxi  \  m J

( E i - V )

(Ei -  V)

dy

Gidy

V-

(E i - V )

+  X2

V-

+

dy —

( E x - V )

2rt
f*  E i dm d

m2 dxi dxi

(Ei  -  V7) —  ( Et -  V) 
m

dy.

Нетрудно показать, что T = T l + eT2 действительно представляет собой 
период вращения во втором приближении в следующем смысле: если 
t и t — два момента временй, такие, что для координаты у  в первом 
приближении выполняется равенство y(t)— y(t) =  2я +  0 (е ) ,  то t— t —
Т  = t + 1 ) +  0 (е  2).

§ 5. Асимптотические формулы для координаты и скорости

Знание энергии вращения, параметров л: и фазы вращения позво­
ляет найти в первом приближении по степеням е координату у  и ско­
рость у. Используя интегралы вырожденной системы, получим следую ­
щие асимптотические формулы для решения системы (1):
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Y  m  ( * i )  У 2  +  v  ( x i >  у )  =

Отметим, что для вычислений по формулам '(11) нет необходимости 
предварительно решать вырожденную систему, достаточно знания ее 
интегралов.

§ 6. Физический пример

Рассмотрим математический маятник, подвешенный на пластичес­
кой нити, длина которой медленно меняется за счет собственной энер­
гии системы. В. М. Волосовым в [7] — [8] исследовались колебательные 
режимы такого маятника. Первое приближение для вращательного ре­
жима вычислено в [1]. Уравнения движения такой системы можно запи­
сать в виде:

d t
[х2'у] +  g x  sin у  =  О,

х  — гХ (mg cos у  -}- тху2),

где х  — длина маятника, т  — масса маятника, g  — ускорение свобод­
ного падения, гХ— малый коэффициент «пластической» деформации 
нити. Д ля  нахождения зависимости энергии маятника от его длины 
воспользуемся уравнениями (3), (4). Функции, входящие в (3), (4), в 
данном случае им^ют вид:

т (х) =  х 2,

V (х, у) = g x (  1 — cosy),
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Gx (E , x, у) =  km  j* — +  2&IL (5 — 6 cos y) —

— 3g2(2 —  5 cos у -J-З  cos2 r/)j, (12)

Х г (E, x, y) =  km  —

G2 (£, jf, г/) =  0, X2 (E, x, y) =  0.

Ограничиваясь рассмотрением движения с большой начальной энергией,
разложим правые части уравнений (3), (4) по степеням — . Полу-

Е
1

чим, что с точностью до членов порядка второе приближение для
У е

возмущенной энергии и параметра х  совпадает по форме с соответст­
вующим выражением первого приближения (см. [1]):

е - 1 Г е > +  - ? р - * >  +  0 Ш -  <13>

В выражение (13) нужно подставить начальные значения энергии Ео и 
длины маятника хо во втором приближении.

Для случая, когда длина маятника изменяется за счет внешних сил 
(маятник Эйнштейна), в [4] получена формула зависимости энергии ма­
ятника от длины |(формула (15)). Мы видим, что с точностью до членов

1
порядка зависимость энергии маятника от его длины одинакова. 

У £
Чтобы получить во втором приближении различие в зависимости энер­
гии от длины, обнаруженное в первом приближении в [1], необходимо вы­
числять второе приближение с большей точностью (учитывать следую-

1 Vщие члены разложения по степеням ■— -).
Е

В заключение отметим, что развитая методика позволяет вычислять 
приближения любого порядка, а также рассмотреть случаи, когда воз­
мущения периодически зависят от времени.

Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность В. М. Воло­
сову за постановку задачи и обсуждение результатов.
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