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КРИСТАЛЛА НА ЭНЕРГИЮ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОНОВ

ПРОВОДИМОСТИ

Производится теоретическая оценка влияния поля кристалла на энергию взаимо­
действия электронов проводимости. ;

Рассматривается влияние периодического поля кристалла (т. е. поля 
ядер и внутренних электронов) на энергию взаимодействия электронов 
проводимости. Предполагается, что электроны .проводимости образуют 
ферми—газ малой плотности, находящийся в своем основном состоянии. 
Температура полагается равной нулю. Эффект поляризации кристалла 
электронами проводимости, приводящей к  модификации потенциала 
взаимодействия, учитывается с помощью диэлектрической постоянной е. 
При этом предполагается, чтО анизотропия поляризации либо отсутст­
вует (кубическая симметрия), либо она достаточно мала (As <  s) и ее 
в первом -приближении можно не учитывать.

Взаимодействие электронов проводимости друг с другом рассмат­
ривается по теории возмущений. Рассмотрение ограничивается первым

е2порядком относительно — , что справедливо для сильно легированных
е

полупроводников [ 1] (для германия, например, при • >  10^дсм~3, где

N '  — число электронов .проводимости, V — объем кристалла).
Рассмотрим кристалл с одним электроном в зоне проводимости. По­

ведение этого электрона можно описывать эффективным волновым урав­
нением с массовым операторам

{ E ( k ) - H 0 - M } % t s = 0 ,  (1)

Jj2 ^
где # 0 = ------— V2 -f  U (х ), U  (х ) —  периодическое поле ядер кристалла,

2т

М  — массовый оператор, описывающий взаимодействие электрона про­
водимости в состоянии k, s (s — проекция спина) со всеми остальными 
электронами кристалла. Будем считать, что М  не зависит от s и что
М ( х ,  z ) —M * ( z ,  х ) .
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Далее,

4 s =  Й  %в (<*),

У-%(х)=е1'к'*и+(х), (2)

где и^(л:)— периодическая функция, %s (а) — обычные спиновые функции.

£ (&) — энергия одночастичного возбуждения плюс химический потен­
циал, т. е.

£ ( * )  =  £ ( J V + l , f t ) - £ ( J V , 0 ) ,

где | А/+1, &> получается из основного Af-частичного состояния | N,  0> 
добавлением одного электрона проводимости.

Уравнение (1) .предполагает, что система имеет заряд, равный за­
ряду электрона проводимости. Для нейтрализации этого заряда необ­
ходимо предположить существование положительного заряда в виде 
примеси (или дырки). Тогда уравнение (1) ‘будет в силе, если не учиты­
вать взаимодействия между электроном проводимости и примесью (или 
дыркой). В общем виде уравнения, описывающие элементарные воз­
буждения в виде квазичастиц и дырок, были получены в работах [2, 3]. 

Рассмотрим кристалл, в который в виде примеси внесены N '  поло-
жительных зарядов, создающих непериодическое поле W ( x ) .  В этом 
случае в силу нейтральности в кристалле будет N '  электронов проводи-
мости. Электрон проводимости в некотором состоянии k, s  (это состоя­
ние уже не является состоянием с определенным квазиимпульсом) будет 
описываться эффективным волновым уравнением

{ £ ' ( * ) - Я о  -  V  Й  -  А П  Х * , = = 0 .  .

Здесь Х-? — 'Ф-? (x ) l L  С0)» но "Ф-? уже не имеет вида блоховских функ-
k  S k  k

ций (2); М '  — массовый оператор, описывающий взаимодействие выде­
ленного электрона со всеми остальными (как с электронами проводимо­
сти, так и с внутренними электронами кристалла).

Е '  (k) — E ( N  N ' ,  0 ) —  E ( N  +  N ' — l ,  k),

где E ( N  +  N ' —1, k )  — энергия состояния с дыркой в зоне проводимости, 
которое получается удалением электрона проводимости с квантовыми
числами k, s  из основного N + N '  частичного состояния.

Рассмотрим разность энергий E ' ( k ) —E ( k ) в первом порядке теории 
возмущений по 1F+AM (АМ  =  М '—М):

£ '  $ )  -  Е (k) =  V  Г Л * -  (W +  AM) X?s.
а  V

Разобъем ДМ на две части AM = M i+M 2. Определим Mi как изме­
нение массового оператора, рассчитанное по теории возмущений в пер­
вом порядке относительно е2
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М х (X , а; уо' )  =  Г d3z  J  V  (г) ^  (г) Ь ( х  — у) 6а(Г —
J \ x - z \  4J  * *

£'S'

------йА зг- ^  (J) Й  Xs- (а') Xs' (а).
l* - y |  4 J  * *

k 'S '

М j не учитывает эффекта поляризации кристалла электронами проводи­
мости и примесью. Этот эффект мы феноменологически учтем вторым 
членом М 2, который представим в виде некоторого интегрального урав­
нения

M t = \ d * y  ЬЩ - I W + Ш ) .  (3)
J б ( IF Н- АМ)  '  V

Возможность введения статической диэлектрической постоянной 
связана с тем, что интегральный оператор в (3) в какой-то мере можно 
заменить просто числом — 4яа,; т. е. положить

М 2 = — 4яа (W +  АМ). (4)

В этом случае имеем

Г + Д М  =  —  (Г  +  AfJ, (5)
8

где 8 =  l-f-  4яа.
Соотношение (5) означает, что в приближении (4) поляризацию2̂

можно учесть феноменологически заменой е2->—  , где е имеет смысле
статической диэлектрической постоянной [4].

В настоящей работе рассматривается лишь та часть E ' ( k ) —E ( k ) ,  
которая обусловлена взаимодействием электронов проводимости.

В первом порядке теории возмущений имеем следующее выражение 
для среднего значения энергии взаимодействия электрона проводимости
в состоянии k,s со  всеми другими электронами проводимости (постоян­
ный фон исключается, так как согласно условию нейтральности такой
же фон, но другого знака содержится во второй части E ' ( k ) — E  (k ) ,  обус­
ловленной взаимодействием электрона проводимости с примесью)

А Е  (£) = —  Гd3x d zz  ( и~> (z) «-> iz)  и t>(x) и^> (х)
8 J  u  — 2 | J a j  I *' k’ k kv \х — г\

k 's '

— — J  d3x  d3z  eL(k’-k)(x-z) u *̂  (2) u-* (z) u \  (x)  и.-* ( x ) . (6)
V -»

k '

В необменном члене суммирование проводится по всем занятым 
состояниям зоны проводимости (2 = ЛГ). В обменной части суммирова-

k ’s ’
ние проводится лишь по занятым состояниям с проекцией спина, рав­
ной S .

Произведем преобразование Фурье

= Г d3K  —  (7)
( 2 Я ) 3  J  К 2
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Так как и - * ( х )  периодическая функция, то g  принимает лишь дис-
■ ■>—> •—>

кретные значения, образуя обратную решетку (^а* —2шгг-, а* один из 
основных трансляционных векторов, щ  — целое число).
Учитывая, что

получим для B X k :

— С й * х е ^ - 2 ' )х =  (9)
V  J  t g ‘ '  7

у

Условие нормировки означает, что В * к = 1 .
Для достаточно большого объема кристалла

—  f  d 3x e ^ - K ? x = 6 (g  — К ) .  (11)
я )3 J(2я)«

V

Подставляя (7) и (8) в (6), учитывая (9), (11) и условие норми­
ровки, получим

е V {k' — k f
k’

->—> —>-> ->->kk k’k' k’k

(12)ftto k’ s

При U ( x ) =  0 и M = 0. имеем B ^ k =  s-> , т. e. в (12) остается лишь

первый член с B k0 k =  1.
Предположим, что в первой зоне Бриллюэна имеется t симметрично

расположенных точек k х , в которых E ( k )  достигает минимума. Мы рас­
сматриваем случай, в котором электроны проводимости заполняют не­
большие области зоны Бриллюэна вблизи этих точек, так как полагаем 
N '  ->

—— <  1. Обозначим эти области G K  П у сть  k  лежит вблизи k 0, т. е. N  - и»

k  £ G0, тогда как k'  может находиться вблизи любой точки (^=0, ... 
t—1). Условие малости G% означает, что

(13)

\ k  —  h \ < £ m \ n  ДЛЯ k ' ^ G b ,

так как gmin порядка размеров зоны Бриллюэна.
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Кроме того, будем считать, что размеры G я малы по сравнению с 
расстояниями между различными &я, т. е., что

(14)

Условия (13) и (14) приводят «  тому, что для оценки влияния пе-
риодического поля кристалла на A E ( k ) ,  в выражении (12) достаточно
учитывать зависимость от k'  и k  только в .первом члене и то лишь при
суммировании по kf £ G 0. Во всех других случаях можно положить
k'  =  k x  и k = k Q, так как разложение в ряд по &—&о и k '— kx  (k' £ Ĝ ) 
приводит к членам более высокого порядка малости.

Рассмотрим |5*'ftJa (&'£<?в) по теории возмущений относительно
k  — k 0 и k' — &о, учитывая квадратичные члены.

Для этой цели введем систему периодических ортонормцрованных 
функций у« (* ) с помощью уравнения

Ъ2 Ъ2
# 0  +  —  —  i ------ £ „ V  +  eikoX Meik°K Vn =  E nv n- ( 1 5 >2m ■ m )

При n~0 уравнение (15) переходит в уравнение для м->, получающеесяk0
■

из (1), т. е. у0 = а-» и E 0 =  E ( k 0).k0
Систему функций vn можно использовать как базис для разложения ик

п

Введем возмущающий оператор Q (k, k 0) = L ( k ) — L  (k0), где

L(/fe) = -------------------- k 2— i --k y  +  e~ikxMe l kx . (16)
2m m

—>
В линейном приближении no Q (/г, /г0) (при отсутствии вырождения) 

имеем следующее выражение для А к ( п ф  0):

_  I (*’ Й  ро (17)
п ; £ о - £ я

Кроме того, из условия нормировки (в квадратичном приближении):

4 = » - т 5 ] ^ » -  (18)
пЩ

Используя (18) получим В к'к , выраженное через Ак ( п Ф  0):



Умножая (19) на комплексно сопряженное выражение, оставляя 
лишь квадратичные члены и используя (17), получим

=  <20>
пф  О

Причем для Л*'— Л* согласно (16) и (17) имеем выражение 

Д к ' _  д к  =  J ( ^ )  go
Я П  Z? С*-̂ 0 —

Для оценки выражения (20) сравним его с выражением для тензо­
ра обратной эффективной массы электрона проводимости (в случае, 
когда имеется лишь один электрон проводимости). Во втором порядке- 
теории возмущений имеем

Е  (k) — Е  (&о) = J  d3xv0Q (k, kb)v0 +  ^
f d4v*0Q (k, k0) vn \2

___ Eo En* n̂ t 0
Вследствие стационарного характера энергии возмущения относи­

тельно вариации волновой функции имеет место соотношение
i w  j q < U )  =
J  ° dk, ° дб:

-^

Производные вычисляются в точке k =  k0, поэтому —— =0 .  В- 
квадратичном по /?г- — k 0i приближении получаем

J ( й, %ь) * M kdk*~ v° *k ': ~ k° ^ ^ ~ k ‘
if

Рассмотрим матричный элемент

j  d3xv*nQ (k, h )  у0 = ~  (£2 — Аф 6n0 —  i — ( k ~  kQ) J  d3xvnsjv 0 +

+  J  d3xv*ne~ik x  M  ( k )  eik x v 0 —  J  d3xv*neik«x M  ( k 0)  e£k°x v 0 .

Здесь n =  0 ,  ±1 ... В массовом операторе M  указана явно зависи­
мость от квантового числа k. При разложении рассматриваемого мат­
ричного элемента в ряд по k — &0 не учитывать высокие степени можно 
лишь в том случае, если при вычислении действия оператора М  можно 
ограничиться интегрированием по области Г, определяемой условием

\(k —  k0) ( x  —  г) |< 1. (22>

Так как k £ G 0, то (22) можно свести к условию: I х  — 2 1 « (  ~ ~  ) *

при —̂ г  = 1020 см~г, \х —  z\ <  lOQ1̂ , гдей —объем элементарной ячейки). 
При выполнении условия (22) можно произвести разложение

= l  —  i  ( | _  k 0) ( x  —  z ) +  . . .

?a



В этом случае получим

£ d3xv*ne - * * M  (J) e ^ * v<> =
v

= J d3x d 3zv*n (x) M  (k ; z) e~ik^x~ ^ { \  — i (k — k 0) (x  — z) +  . . . } v0 (г).
г

Полагая, кроме того, что
—̂ ЛД/f

M ( k ) = M  (k0) +  - ^ L ( k - k 0) + . . .  
дк

можно разлагать в ряд, придем к тому, что Q (k ,  k0) можно представить 
в виде

—> ■*> t=i2 ti •—> —> —>
Q (/г, ^  Щ) +  - ( k - k 0) P  (k, k0).2 т v т

Р  (&, k0) определяется разложением в ряд оператора e~ik х М  (k) eik х по сте- 
—> —> 

леням &— k0

Р  (k, k0) =  — ifty +  i * |/И (&0) л: — х М  (k0) —

. дМ{к)
4 - . .  • \ е 1

-* ->k=ka

o i k 0x

dk

При исчислении матричных элементов (п ф  0)

J  d3xvnQ (k, k0) Vq =  (k —  kQ) ~ ~  ^ d zxv*nP  (k, k0) v0

можно ограничиться нулевым членом разложения P ( k , k 0), тогда как при 
-вычислении матричного элемента

J  d3xv*0Q (k, ? 0) v0

■согласно (21) нужно учитывать линейные члены P ( k ,  k0)

j  d3x  v0Q (k, X )  V o h f  +

a

Таким образом, для эффективной обратной массы имеем выражение

2 V I  R e ( f d3xvop i (ko< h )  vn j  d}lxvnPj (k0, k0) v j
m j p  —  m r x 0 ,, =  -—  >  — --------------------------------------------------------- \-

ч  11 m 2 ^  E 0 —  E n
n#=0

(23)
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Аналогично выражение (20) можно записать
з

I ВР | 2 =  1 -  ^ с н (К -  *,) %  -  *,), (24)

где
£  _  _Ь2_ Re { J (fep, kp) Vn j  d3xv*nP j (k0, k0)v0}

i j ~  m* 2 d  (E9- E n)* ‘ПфО
В дальнейшем будем предполагать, что система координат выбра­

на так, что C i j  имеет диагональный вид (т ц  при этом, вообще говоря, 
не будет диагональным).

Рассмотрим случай, когда
\ Е 0 Е _ г I 'С I Е п |, ( п ф О ,  1),

тогда в ( 2 3 )  при суммировании по п окажется наиболее существенным 
член с п ——1. Положим

2 I f dzxv*riPiv , I2 ' 
rnr1 — m -1 =  qt —  (25)

«  ma Et) — E_x v >

При высказанном предположении (а также при условии, что ин-
.. dPi  „ ч -теграл, содержащий——, дает несущественный вклад) qi будет порядка ohj

единицы.
Аналогичным образом

_ „ fr2 I f d3XV*ClP;V  , I2
1 s  u  =  ‘  ~ ~ (E o  ~  E _ xf  ’ <26>

где Хг — также порядка единицы.
Сравнивая выражения ( 2 5 )  и ( 2 6 ) ,  получим

q  1 Яг Д£,

где

Я а р  11_л:б
«в =  -г^-, A Ei =  — Д£ =  £ 0 - £ - 1 .Q/3 2т££

Вернемся к обсуждению формулы (12).
Будем считать заполнение состояний электронами проводимости 

«симметричным относительно проекций спина, тогда суммирование по s '  
в ( 12) просто удваивает соответствующий член.

Суммирование по k'  (- Gл выражений, не зависящих от к', дает 
N 'множитель равный числу электронов проводимости с данной проек-

дней спина, квазиимпульсы которых близки к к%. Суммирование выра­
жений, зависящих от к' £ G 0, заменим интегрированием по объему, ог-
раничевному частью поверхности Ферми, которая вблизи к0 имеет вид 
эллипсоида:

- L V = - L ( > A ' .
V  (2я )3 J

P£G0 G°
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Подставляя (24) в (12) И учитывая сказанное выше относительно за- 
мены к '  -+ kx и k  —» k0, получим

Д £  ( I )  _  Г-------- ! _ f  +  V c , J - f  4 ^  < №  +w e l  (2n)3 J ‘ (2я)я J (£'-6)2 ^
Go t = l  Go

2 —̂i

, JV1VI t . JV1V V  — __
2W g 2 W 2 d 2 j ,  g 2-*■ 5L=1 -*■<7*0 A 1 gjzO

t—\ k,

— £-;2 1 Ь -  "--I- (27>®  t e + t . - V *
* £

Последние два члена в (27) отсутствуют, если имеется единственный 
(или наиболее глубокий) минимум в центре .первой зоны Бриллюэна. 

Первый член в (27) соответствует приближению плоских волн.
6̂Внешнее поле кристалла в первом порядке л о — сказывается при этом-

лишь на области интегрирования и на значении диэлектрической посто­
янной.

Второй член в (27) при С1 = С2 = С3 дает не зависящий от k  вклад,, 
равный

4 я е 2 п  N '

1
2  t V

Из соображений симметрии ясно, что случай С { =  С 2 =  С 3 реализует­
ся в кристаллах с кубической решеткой, если минимум расположен в 
центре зоны Бриллюэна. Однако если минимум расположен не в цент­
ре зоны Бриллюэна, то да Же для кубической структуры три значения 
Сг не совпадают.

Рассмотрим случай, когда C i  =  C 2 ф С ъ, тогда второй член (27) дает- 
вклад

Cl - V -  +  (С, -  С,) - i _  f ^ Л '. 88 1 2*1/ ^  8 (2Я)3 J (£_£)а

Go в (28) имеет форму эллипсоида. Если G0 не сильно отличается
от шара (разность осей много меньше средней оси), a k расположено не­
близко к поверхности Ферм|и, то для оценки интеграла в (28) можно про­
вести интегрирование по шару, объем которого равен объему эллипсоида 
G0. Радиус такого шара равен

к F
/  З я 2Л Г  \ 7 *  ъ  / i t  t  i \( -  j  . ^  этом случае получим (q = \ k  —  k 0 \)

С &%k'  = —  k i  cos2 a +  — / —  (k% — q2)3 InЛ  3 F зД. 8 , *  ^
\ k ' — k t \ < k F

kp + q 

kF— q
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— J_ J z ----- — k%----- — q2k F\  (3 cos2 a — 1) =
4 q 2 3 F  2 4  J V '

=  — k* +  — k Pqi { 3cos2a - l )  + . . .
9 F 60

Здесь a  — угол между k и осью x3.

Для сравнения рассмотрим Go объема в форме вытянутого
эллипсоида вращения, у которого большая ось в т раз больше попереч-

—> ->
ного диаметра. В этом случае для k = k 0 получим

dzk
, (k3 k03) _ 4Л 1 Л  __ a rc tg jA :2— 1

^  —■> О ̂  /г»2 . 1 1  / о  1

о? — %»)■ 3 т2~ 1  \ z * 2- 1

Отношение вкладов, даваемых вторым и первым членами (27), ха­
рактеризуется величиной C i k 2p.

q  £2   ^  h  A Ei   /П(-г-  ̂ /  3 N'Q \*/»
k \  4 l  Д £  Л  m  I  k%  \  n t v

При = 1019 см~3, V 3 *4*10—3. Если не слиш-
V  k% \  J  q i A E

жом велико (например, меньше 10), то С  Ж  <  1.
t F

Для оценки остальных членов (27) удобно изменить нормировку 
функций а-*, заменяя м - > ------и*,  с одновременной заменой обла-

k  k  Д7 /  2 «

сти интегрирования F й в (10) (при этом В % к не изменится) и
g

воспользоваться соотношением

у  в  V i* # М р = й Г ^  ^
— а е h . ku. К  k0-g g А Ь К' v Р

g
Так, для третьего члена получим 

■ > >
I В^око |2

ЛГ' V I 1  ' N' 1
2 Vt

- »  ............ '  О

g *  о

Интеграл й ^ йъх\и\^ может иметь значение много 'больше еди- 
£2

ницы в том случае, если и{х)  дает конечный ©клад в нормировочный ин­
теграл «| 2 ='1 при интегрировании по малой области со (со С  й ).

-> —>
Пусть, например, | и{х)  |2 существенно отличается от нуля при х  £ со и 
приблизительно равно нулю в остальных точках, тогда

J  d3x  | и (х)  |2 ^  1,
СО
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что дает для среднего по со значения | и |2 величину порядка — . При этом
(О

Q \ d3x  | и (х) |4 ̂ — , т. е. может стать много больше единицы.
(О

Q
Будем считать, что такие острые максимумы и-* не имеют места»

«О
т. е. будем полагать, что

Аналогичные высказывания можно сделать и относительно осталь­
ных двух членов (27).

Подводя итог, можно сказать, что в первом порядке теорий возму­
щений при концентрации электронов проводимости 1019-М 020 см~3 учет 
блоховских функций при высказанных предположениях дает несу­
щественную поправку к энергии взаимодействия электронов проводи­
мости друг с другом (т. е. к среднему значению соответствующей части 
массового оператора).

В заключение выражаю благодарность В. Л. Бонч-Бруевичу за по­
становку задачи и помощь в выполнении работы.
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тогда третий член будет мал за счет малого параметра
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