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Методами динамического программирования {!] решаются задачи синтеза автома­
тических систем слежения за блуждающей координатой, оптимальных по разным 
критериям . Приводятся некоторые результаты численного решения, позво.чяющие про­
извести сравнение этих систем. 

Введение и постановка задачи 

При решении различных статистических задач теории оптимально­
го управления критерием качества чаще всего является величина сред­

него значения некоторой функции, называемой обычно функцией штра­
фа. Однако требования, предъявляемые к оптимальной системе, могут 
быть сформулированы и с несколько иных позиций. В качестве примера 
можно указать задачи, связанные с достижением границ. Ниже после­
довательно излагаются различные варианты требований, которым 
должны удовлетворять соответствующие оптимальные системы. 

Предположим, что поведение неизменяемой с-части системы 
(рис. 1) описывается системой дифференциальных уравнений 

~~ = f (у, и), (1) 

где у= (У1. У2. "" Уп) - вектор «выходных» фазовых координат, и= 
= (и1, ." иr) - вектор управляющих воздействий, а функция f является 
заданной вектор-функцией своих аргументов. Допустим, что на измене­
ние вектора и наложено ограничение 

иЕИ, (2) 

где И - замкнутое множество r-мерного пространства. Пусть, кроме 
того, изменение вектора «входных» координат определяется системой т 

флуктуационных уравнений 
dx di ""'<р (х, ~). (3) 

где s=s(t) = (s1(t), " ., sm(t)) -т-мерный случайный проце.сс с извест­
.ными статистическими характеристиками, а <р - известная вектор-функ-

3 



ция. Будем считать также, что в (п+т)-мерном пространстве коорди­
нат (х, у) задана некоторая функция штрафа С (х, у). Рассмотрим три 
постановки задачи . 

1. Оптимальная система должна выбирать в каждый момент време­
ни т~tо управляющее 'Воздействие Uт таким образом, чтобы среднее 
значение интеграла 

00 

J С (хт, Ут:) d-т: (4) 
t. 

было минимальным. 

д_-1 р 

1 
1 

Ut • 1 l' 

Рис. 1 

2. Определим замкнутую область Lя пространства (х, у) из условия, 
что для всех х, у Е Lk выполняется 

С(х, y) -< k . (5) 

. Если в начальный момент времени изображающая точка (х, у) находит­
ся внутри Lk, то по истечении некоторого промежутка времени из-за на­
личия случайного воздействия ~ она достигает границы Lk. Допустимые 
(т. е. удовлетворяющие (2)) управляющие воздействия и необходимо 
выбирать таким образом, чтобы максимизировать среднее значение вре­
мени достижения изображающей точкой границы Lk. 

3. Рассмотрим поведение системы на фиксированном отрезке вре­
мени [О, Т]. Из всех допустимых управляющих функций и(t) нужно вы­
бирать такие, которые минимизировали бы среднее значение следующей 
величины: · 

(6) 

При такой постановке задачи соответствующая оптимальная система 
обеспечивает наилучший по сравнению с другой системой результат 
только лишь в наихудшем случае. 

Для фактического решения задачи часто бывает удобна несколько 
иная формулировка. 

3'. Не фиксируя явно времени наблюдения, требуем, чтобы опти-
1 мальная система минимизировала 

4 

max С (хт, Ут:) e-IJ<т-t). 
т;;;.t 

(7) 



Такое математическое видоизменение задачи 3 сохраняет все ее харак­
терные черты. Действительно, как видно из (7), время наблюдения 
самой функции С (х, у) фактически ограничено, причем масштаб време­
ни определяется величиной ~- Именно дл5!- малых ~ соответствующее 
время велико, а для больших ~ мало. 

Выше рассматривалась произвольная функция штрафа С(х, у') . Бе­
ли же возьмем в качестве С(х, у) такую функцию, которая была бы всю­
ду неотрицательна 11 не убывала при увеличении модуля рассогласова­
ния z=x-y, то в этом случае требования 1, 2, 3 и 3' определяют различ­
ные варианты оптимальных систем слежения за блуждающей координа­
той. 

Как уже указывалось, задачи типа 1 являются наиболее распрост­
раненными, и в настоящее время уже имеется значительное число ра­

бот, посвященных их решению. Что касается задач типа 2, 3 и 3'" то они 
рассмотрены гораздо меньше, хотя различные авторы неоднократно ука­

зывали на целесообразность их решения (см. О, 2, 3]). В частности, за­
дача о минимизации модуля максимального отклонения (вариант за­
дачи 3) фигурирует в качестве проблемного вопроса в большом числе 
работ Беллмана. · 

В настоящей работе основное внимание сосредоточено на решении 
задач 2, 3 и 3'. 

Вывод уравнений Беллмана 

Мы будем решать задачу синтеза оптимальной системы, в которой 
используется принцип обратной связи (см. рис. 1). Иными словами, мы 
должны указать способ конструирования блока регулятора Р, который 
на основании измерения входных величин х и выходных координат у вы­

давал бы в каждый момент времени необходимое значение управления 
и (удовлетворяющее (2)). В дальнейшем будем предполагать, что векr 
тор входных данных x=x(t), определяемый (3), представляет из себя 
т-мерный марковский процесс (более подробно вопрос о возможности 
замены реального процесса процессом Маркова обсуждается в [4]). 
В этом случае искомая оптимальная синтезирующая функция будет за.­
висеть от мгновенных значений координат и= и (xt. Yt). Эту функцию 
можно найти, пользуясь принципами динамического программирования 
f 1]. Методика решения задач оптимального управления, основанная на 
использовании динамического программирования, достаточно хорошо 

известна. Поэтому на ней более подробно останавливаться не будем. 
3 ад а ч а 1. Эта задача подробно рассматривается в {5], тем не ме­

нее вкратце изложим вывод основного уравнения, имея в виду сравнить 

его с соответствующими уравнениями задач 2, 3 и 3'. . 
Рассмотрим функцию потерь S 0 (xt. Yt. t), которая по определениЮ 

равна 

То 

S0 (xt, Yt• t) = М { min J С (хт, У-с) d"t'}, 
u,;EU t 

t.;;;:;.-с.;;;. т. 

(8) 

где -М { ... } - символ среднего значения, а Т0 - время окончания рабо­
ты системы, которое пока фиксируется. Принцип оптимальности Беллма­
на позволяет записать 

t+л 

So (xt, Yt t) = М { ~п [ J С (хт, Ут) d"t' + S0 (хt+л. Уt+л. t + Л)]}. (9) 
t .;;;:;. -c.;;;:;.t+л 1 
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Для получения дифференциального уравнения для функции S 0 не­
обходимо воспользоваться выражениями для приращений координат х 
и у. Из уравнений (1) следует, что для малых Л можно записать 

Уt+л -Yt = f (у1 , и1) Л +О (Л), (10) 

где О(Л) обозначает члены бo.tiee высокого порядка малости по Л. Кро­
ме того, из уравнений (3) можно получить 

limM { х~+л-х~ lx} =а·(Х), 
Л-+0 Л t 1 t ( 11) 

limM { (~+л-~)(хf+л-х~) lxt} =В·· (Х1) 
Л-.0 Л IJ 

(i,j = 1,2, ..• , т). 

В ( 11) х: и х{ представляют собой соответственно i-тый и j-тый ком­
понент вектора входных величин. При этом величины a i и B ii опреде­
ляются IВИДОМ ВеКТОр-фуНКЦИИ <р (х, S) = {<р1 (Х, S), ... , <рт (Х, s) ), а также 
матрицей взаимных корреляционных функций случайного процесса s 

т о 

а1 = (<р1) + ~ S К [ ::; , <p1t] d,-, 
J=I -оо 

+оо 

Bt; = S К [<р1 , <p;t] dt. 
-оо 

Вывод формул ( 12) можно найти в {4], '§' 4, п. 9. 

(12) 

Пользуясь формулами ( 10) и ( 11), из уравнения (9) можно полу­
чить дифференциальное уравнение Беллмана 

LS0 + min (f (у, и) gra:du S0) = - дSо - С (х, у), (13) 
иЕU , дt 

где оператор L имеет вид 
tn т 

L=-1 ~ В а2 + ~ д 
2 1..J ii дхt дх; LJ ai дхi . 

i,j=I i=I 

(14) 

Уравнение (13) получено путем разложения функции S0 (Хt+л, Yt+лt + Л) 
в ряд Тейлора по степеням приращений (хt+л -х1), (Уt+л - Yt) и Л с по­
следующим усреднением и переходом к пределу при Л ~ О. 

В стационарном случае (см. {5]), соответствующем минимизации 
среднего значения выражения ( 4), уравнение Беллмана для соответст­
вующей функции потерь S =S (х, у) не содержит производной по време-
11и. В этом случае вместо (13) иw.еем 

LS + min (f (у, и) gгadyS) =у-С (х, у), (15) 
иЕU 

где у - средняя установившаяся ошибка системы в единицу времени. 
Для получения единственного решения уравнения (15) к нему нужно до­
бавить те или иные граничные условия для фукции S (х, у), вытекающие 
из существа конкретной задачи. 

3 ад а ч а 2. Пусть W (t, х0 , Уо) - вероятность того, что за время 
t-t0 изображающая точка (х, у) не достигнет границы области Lп, оп-
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ределяемой (5). Тогда среднее время достижения границ Т дос будет 
равно (см. {4]) 

~ ~ 

Тдос = Тд8С (х0 , у0) = - 5 (t-t0) d\V (t, х0 , у0) = 5 W (t, Х0 , Уо) dt. (16) 
t. l. 

Введем обозначение: 
~ 

oAl (х, у)= max { 5 W(-t, х, y)d-r}. (17) 
U,; t 

t~i:<~ 

Из (16) и (17) видно, чтооАl (х, у) есть максимальное среднее время до­
стижения границ, которое является функцией начальных координат х 
я у (функция oAl (х, у) является функцией потерь для задачи 2). 

Из принципа о'Птимальности получаем 

t+л 

oAl (xt, у1) = max { W (-r, х, у) d-r + oAt (хt+л. Уt+л)} • (18) 
U,; 

t..;i:.;;;t+л t 

Для достаточно малых Л функцию oAl (хt+л, Уt+л), как и в преды­
дущем случае, можно разложить в ряд Тейлора по степеням малых при­
ращений (Xt +л -Xt) и (Yt +л -Yt). Если воспользоваться форму­
Jiами (10) и (11), а также учесть, что при Л --+0 вероятность W(-r, х, у) 
для всех (х, у), лежащих внутри Lk, равна единице, то из (18) можно 

1 получить в пределе при Л--+ О 

\ 

LoAl + max (f (у, и) grady oAl} = - 1, 
иЕU 

П"'де оператор L определяется формулой (14). 

(19) 

Заметим, что из «физического» смысла функции oAl (х, у) следует, 
-что в граничных точках области Lk должно выполняться условие 

oAl (х, у} lна границе Lk =О. (20) 

З ад а ч а 3. Функцию потерь для этого случая естественно опреде­
.лить следующим образом: 

F0 (xt, Yt• t) = oAl { min [max С (xi:, yi;)]}. 
U,; t.;;;i:.;;;T 

t.;;;i:.;;;т 

(21) 

Заметим, что Fo явно зависит от времени t ввиду того, что мы фик­
-сируем время окончания наблюдения Т. 

Принцип оптимальности дает в это'м случае следующее функцио­
нальное соотношение: 

F0 (xt, Yt• t) = max {С (xt, Yt) +О (Л), 

М [min F0 (х1+л, Уt+л. t + Л)]}. 
Ui; 

t.;;;i:..;t+л 

Из (22) можно заключить, что либо 

(22) 

F0 (xt, Yt• t) = C(xt, Yt}, 

Jiибо Fo (х1, Yt, t) удовлетворяет 

(23) 

F0 (х1 , Yt• t) = lim oAt { min F0 (х1+л . Уt+Л· t + Л)}, 
л~о и,; 

(24) 

t..;;i:..;t+л 
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когда определяемая из (24) функция равна Fo(Xt, Yt, t) >С(х1, Yt). Урав­
нение (24) можно записать более подробно. Совершенно аналогично 
случаям 1и2 разлагая в ряд функцию Fo(x t+л. Уt+л , t+Л) в (24), 
усредняя и переходя к пределу при Л ~о с . учетом (10) и (11), получим 
уравнение для F0 (х, у, t) 

LF0 +min(f(y, u)grad11 F0)=-~. (25) 
иЕU дt 

есЛи Fo>C(x, у); Fo°=C(x,y) ·В -остальных случаях. 
Однозначную разрешимость уравнению (25) дают условие 

Fo (Т) =С (хт, uт), (26) 

а также условия сопряжения функции F0 на границе области перехода 
от одного уравнения к другому в формуле (25). 

3 ад а ч а 3'. Функция потерь 

F (х1 , Yt) = 2И {min [max С (хт, y't) e-ti<т-t>J}. 
U't" 't"~t 

't~ 

(27) 

В отличие от (21) уже не будет явно зависет~ от ·времени, так как в этом 
случае конец наблюдения не фиксируется. Аналогично (22) получаем 

F (xt• Yt) = max {С (х1 , Yt) +~О (Л), 
oAt { min [ min (max С (хт, Ут) e-tl<т-t>J}. 

t.;;;'t.;;;t+л т~t+л 't~t+л 
(28) 

Выражение, стоящее в квадратных скобках в (28), можно записать, ис~ 
пользуя (27) ,., следующим образом: 

oAt { min (max С (хт, Ут) e-tl<т-1>)} = 
• • . 't~t+л т~t+л 

= e-tiл oAt { min (max С (хт, Ут) e-tl<-1-Л>)} = e-tiл F (х1+л. Уt+л). (29) 
't~+Л't~+Л 

Аналогично уравнению (24), для функции F (х1 , у1 ) можно записать 

F(x1, у1) = limG!ft {min F(х1+л. Yt+л)e-tiл}. (30) 
л~о u't" 

t.;;;'t <: t+л 

Из (28) и (30) нетрудно получить следующее дифференциальное урав­
нение Беллмана для функции F (х, у): 

LF + min (f (у, и) grad11 F) = ~F, (31) 
иЕU 

если F0 >с (х, у); F0 =с (х, у) в остальных случаях. 
Таким образа~, мы получили уравнения Беллмана для всех четырех 

задач. Из этих уравнений видно, что их решение эквивалентно решению 
задачи синтеза оптимального регулятора, так как соответствующая оп­

тимальная синтезирующая функция определяется. без труда одновремен­
но с решением уравнений (15), (19), (25) и (31). 

Решение задачи синтеза в од~.юмерном случае 

Итак, проблема была сформулирована в общем виде. Однако фак­
тическое ее решение может быть получено лишь в некоторых простых 
случаях. · · 1 

В качестве примера рассмотрим систему первоrо порядка, для ко-
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торой уравнение ( 1) имеет вид 

у=и, (32) 

а условие (2) превращается в 

1 иl <k. (33} 

Пусть входной сигнал х является диффузионным марковским процес'­
сом, определяемым флуктуационным уравнением 

х = а+ s, (34)-

где a=const, а случайная функция s (t) имеет характер белого шума с 
ну.11евым средним значением и коэффициентом интенсивности В: 

<s> =о, (ss-r> =в 6 (-r). (35)-

Будем решать задачу об оптимальном слежении за блуждающей . 
координатой. В этом случае, как отмечалось выше, с(х, у) =с(х-у) = 
=c(z). Для определенности функцию штрафа будем брать равной мо· 
дулю ошибки 

с(х, у) =с(х-у) =c(z) = lzl. (36)' 
Пользуясь результатами предыдущего пункта, нетрудно получить урав­
нения Беллмана для ~всех четырех постановок задачи в данном конкрет­
ном случае. Действительно, если воспользоваться вытекающим из (34) и 
(35) выражением для оператора 

L =_!!____~+а _а_ (37)-
2 дх2 дх ' 

то при учете (32) и (33) получим: 

.!!___ д
2

S +а~ - k \ as \=у- с (х, у) (задача 1), (38)-
2 дх2 дх ду 

!!_ д2c/fl +а дrfft + k \ дrfft \ = - 1 (задача 2), (39)• 
2 ах2 дх fJy 

!!.._ a2Fo +а .!!..о__ -k \_§____ \ = - ~. (40)· 
2 дх2 дх ду дt 

если F0 >С (х, у);~ F0 =С (х, у) в остальных случаях (задача 3). 

!!.._ д2F +а _j_f_ _ k 1~ 1 = ~F, (41)1 
2 дх2, ,дх ду 

если F> С (х, у); F =С (х, у), в остальных случаях (задача 3'). 
Для рассматриваемой ниже задачи об оптимальном слежении, длЯ' 

которой функция штрафа определяется (36), можно избавиться от ча­
стных производных в. уравнениях (38), (39) и ( 41), так как в этом слу· 
чае соответствующие функции потерь будут зависеть не от х и у по от-· 
дельности, а от одной величины Z=x-y (в уравнении (40) при этом 
уменьшится число переменных). Соответствующие уравнения в полных: 
производных будут по мере надобности выписываться в дальнейшем. 

Как отмечалось, решение задачи об оптимальном управлении дает 
оптимальная синтезирующая функция. Найдем эту функцию и=и(z), 
для данной конкретной задачи и для различных критериев оптимально­
сти. Как видно из уравнений Беллмана (38)-( 41), оптимальный регу­
лятор Р в этом случае должен представлять из себя реле, подающее 
на вход системы либо +k, либо -k в зависимости от значения рассо-

~. 



'fласования z=x-y. Иными -словами, оптимальное управление имеет вид 

u(z)=-ksign(z-zг), (42) 

~где zг - точка переключения, которая для разных критериев оптималь­

ности определяется из условий:~= О, d,,,1i =О, дFо =О или dF =0. 
dz dz дz dz 

Таким образом, задача будет решена, если мы найдем соответствующие 
·точки переключения zг. 

Будем решать уравнения Беллмана. Начнем с (38). Его решение с 
учетом (36) имеется в {5], где найдено уравнение для нахождения точки 
.переключения z ~ в виде 

00 

r (с (zA + ВТ) ) - С (zA -
.) г 2 (k-a) Г 
о 

811 
) ] e-11d'f) = 0. 

2 (k +а) 
(43) 

:Уравнение (43) при учете, что c(z) = 1 zl, дает следующее выражение 
.для точки переключения: 

zA = в ln(l + ~) (44) 
г 2(k-a) k · 

Перейдем к уравнению (39). Для следящей системы оно имеет вид 

!!._ d2<Ytl +а d<Y1i + k \ dоИ. / = - 1. (39') 
2 dz2 dz дz 

При этом функция штрафа (36) дает для области Lk. вид отрезка оси z, 
·симметричного относительно точки z=O. Однако мы решим несколько 
•бол€е общую задачу, когда отрезок [/1, l2] оси z, внутри которого необхо­
димо поддерживать рассогласование, расположен произвольным обра­
..зом на оси z. Условие (20) в этом случае дает следующие два гранич­
JIЫХ УСЛОВИЯ: 

(20') 

:которые вместе с уравнением (39') позволяют решить задачу синтеза. 
Решим уравнение (39') с учетом (20'). Точка переключения z ~ 

-разбивает отрезок {l1, 12] на две области: область {/1, z ~ ], где уравнение 
(39') имеет вид 

!!_ d2<Y1li + (а -t k) d,,,1(,1 = - 1 
2 az2 dz ' 

(45) 

.и область [zf, /2J, в которой (39') преобразуется: 

!!_ d2<Y1l2 +(a-k) dl'l1l2 =-l. 
2 dz2 dz 

(46) 

·Функции М1 (z) и М2 (z) могут быть найдены при использовании гранич­
.ных условий (20') и из определения точки переключения 

dli1l1 \ zБ = lio1l.2 / zБ = О ( 4 7) 
az r dz r ' 

а сама точка переключения находится из условия непрерывности функ­
~ции cAt (z) 

(48) 



11з (45)-(48) получаем следуюrцее уравнение для определения точки 
nереключения z ~: 

2kz~ = (а+ k) !2 - (а -k) !1 + _!!_ ( а - k - а+ k ) + 
2 a+k a-k 

Б 
2(a-k)(zг-l1) 

+!!...[a+k е в 
2 a-k 

2(a+k)(z~-l 1 ) 

a-k ] ---е в . 
a+k 

В случае а=О из (49) легко получить 

(49) 

(50) 

""Т. е. вполне естественный результат, который можно было бы предска­
зать, не решая уравнения Беллмана. Из ( 49), кроме того, можно полу­
'Чить приближенное выражение для случая а « k и -11 =l2=l: 

2kl 

zБ::::~+~l+ев. 
г k2 k 2kl 

(51) 

1-е 8 

-В остальных случаях z ~ находится путем Численного решения уравне-
1ния (49). 

Перейдем к решению уравнения (41), которое в случае (36) имеет 
..вид 

!}_ d2F +а !:f__ k 1 dF 1 = ~F 
2 dz2 dz az • 

( 41 '.) 

rесли F > 1 z 1; F = 1z1 в остальных случаях. 
Следует различать две области оси z: область R1, где F (z) > \ z \ , и об­
.ласть R2, где F (z) = 1 z !. Из рассматриваемой системы ясно, что если 
.:для какого-нибудь z* имеет место F (z*) = 1 z• 1 , то F = / ·Z / для любо­
то z, расположенного по отношению к z* в сторону увеличения 1 z \. Дру­
гими словами, область R2 про<:тирается от- оо до z' и от z" до + оо. 
Между граничными точками z' и z" ·выполняется 

!}_ d2F +а _!}!_ _ k 1 dF 1 = ~F. (52) 
2 dz2 dz dz 

.Далее, отрезок {z', z'1 разбивается точкой переключения z ~ на две ча­
.сти: z' < z < z~, где уравнение (52) имеет вид 

!!_ d2f1 + (а+ k) dF1 - ~F = О (53) 
2az2 dz 1

' 

1i 

.z~ < z < z", где спrаведливо 

!}_ d2f2 +(а -k) dF2 - ~F2 =О. 
2 dz2 dz 

(54) 

Таким образом, неизвестными в этом случае являются 7 величин z', · z", 
.z.~ и четыре постоянные интегрирования уравнений (53) и (54). Они 
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определяются из следующих семи условий: 

dF1 1 в = dF2 1 в = О 
dz z г tiz zг ' 

(55р 

dF1 1 = - l 
' . az z' 

dF2 1 = l, 
dz z• 

Решая (53) и (54) с учетом (55), можно получить следующие три урав­
нения для определения z', z'' и z ~: 

( 1+1 )-----(-1 +-1)----
Л.1 А2 Л1 (z~-z') -Л1 (z~-z') µ1 µ2 -µ,(z~-z') µ1(z~-z " ) 

е -е е -е 

(58) 

Здесь использованы следующие обозначения: 

-(а+ k) + f (а+ м2+ 2~8 -(a-k) + V(a-k)2 + 2~8 (59) Л1 = , !-L1 = ---~-------
8 8 

а +k + у(а +k)2+ 2~8 
8 

а - k +.,!(а - k)2 + 2fШ 
8 

Некоторые сравнительные результаты 

Задачи 1, 2 и 3 были подробно рассмотрены применительно к систе­
ме первого порядка. Так как точка переключения z ~ в системе 1 яв­
ляется постоянной величиной при фиксированных а, k и В (см. ( 44)). 
то наибольший интерес представляет сравнение систем, оптимальных по· 
критериям 2 и 3. Из чисто качественного рассмотрения назначения обе:­
их систем можно предположить, что время достижения точкой z грани- · 
цы отрезка {l1, l2] в задаче 2 должно быть близко к времени наблюде-

с 
ния Тв задаче 3 (можно считать, что Т= Т' где с- некоторая констан-· 

та), а сам отрезок {l1, l2] должен мало отличаться от области R1, где­
выполняется уравнение (52). Таким образом, если мы имеем системы,.. 
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-оптимальные по критерию 2 и по ·критерию 3 с -одинаковыми временами 
1или отрезками, то можно предполагать, что и устройства самих систем 
близки друг другу. Иными словами, такие системы должны иметь мало 

()Тличающиеся точки переключения. 

Для проверки высказанного предположения было проведено числен­
ное решение уравнений (49) и (56) - (58). Результаты расчетов пред­
-ставлены графически на рис. 2. Укажем коротко последовательность 
расчетов и способ построения графиков рис. 2. 

Постоянные, входящие в уравнения (32)-(35), были заданы сле­
.:Дующим образом: 

k=· 1, а=О,5, В =2. (60) 

J 

2 

~ 

о 
2,0 J,O 5,0 ,О $0 

J 4 _z 'f1 
12 14 15 18 t2 -l1 

Рис. 2 

:Задаваясь различными значениями ~ (от ~ = 1 до ~ = 1 О-4 ), из уравнений 
·(56)-(58) были найдены соответствующие им значения z ~ , z' и z". За­
:висимость z~ = z~ (~) приведена на кривой 1. Полученный набор зна­
чений z', z" использовался в качестве границ отрезка {l1. l2], и из уравне­
ния (49) находились соответствующие точки переключения z~ . Таким 

·путем строилась кривая 2, изображающая зависимость z ~ = z~ (~). На 
.рис. 2 видно, точки переключения в обеих оптимальных системах дейст-
1вительно близки друг другу (расстояния между z~ и z~ всегда значи­
тельно меньше соответствующих отрезков {z', z"]). Остальные результа-

· ты расчета приводятся в таблицах. 

Система 

11 -0,891 -1,13 / -1,351 -1,941 -2,391 -3,631 -5,841 -8,45 

12 ) ,021 1,471 1,681 2,471 3,071 4,641 7, 1 1 9,61 

Мо 0,591 1, 161 1.931 5,261 9,9 
1 

40 
1. 

2,751 1,964 

ZБ -0,02~1 -o,021j -о,оз1/ 1 

1 
-О,59[ -1,531 г -0,11 

1 
-0,21 -2,85 
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Система 3 

~ 0,5 0,3 о ,1 0,05 0,01 10-3 10-4 

z' -0,891 -1,13 -1,351 -1,94 1 -2,39 -3,63 -5,841 -8,45· 

z" I ,021 I ,47 1,681 2,471 3,071 4,64 ] 7, 1 
1 

9,61 

ZB r -0,081 -0,11 -0,161 -0,35] -О,501 -1,01 1 -2,05 J -3,39 

в заключение автор выражает искреннюю благодарность. 

Р. Л. Стратоновичу за постановку задачи и ценные <:оветы . 
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