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К ВОПРОСУ ОБ УСТАНОВЛЕНИИ КОЛЕБАНИЙ 

В КВАДРУПОЛЬНОМ УСИЛИТЕЛЕ 

Проинтегрированы уравнения движения электронов в квадрупольном усилителе. 
Найдены выражения для амплитуды наведенного тока и времени его установления. 

Рассмотрим систему, состоящую_ из двух идентичных плоских кон­
денсаторов и расположенного между ними квадрупольного конденсато­

ра, находЯщуюся в продольном магнитном поле. Размеры системы по­
казаны на рис. 1. 

/ 

• 

Рис. 1 

Вдоль оси системы (в направлении z) двигается поток электронов 
со скоростью Vдр. В момент времени t=O на пластины входного конден­
сатора подается сигнал Vs= •Vso cos (rot+'Ф~ ), где Vso и '\\Jso- ампли­
туда и начальная фаза сигнала. Частота сигнала ro близка к циклотрон-

• еН П 2 нои частоте roc= - • отенциал поля накачки на частоте ffip = ffic про-
т 

порционален выражению Vp(x2-y2 ) cos (ropt+2'\\Jpo), где Vр-ампли· 
туда накачки, 2'\jJpo - начальнаЯ фаза накачки. 
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Начиная с некоторого момента, на пластинах выходного конденса­
-тора будет наводиться ток. В настоящем расчете исследуются измене­
ния амплитуды и фазы наведенного тока. Величина наведенного тока 
будет определяться средним значением компонента скорости Vx. 

Рассмотрим движение отдельного электрона вдоль изучаемой си­
стемы. 

Движение электрона во входном устройстве описывается _ уравне-

ашями 

·· • е V 
Х - Фе у = - _so_ COS ( rot + '\jJ

5
), 

т d 
(1) 

у+ юсх =О, 
rде _е_ - отношение заряда электрона к его массе, d - ширина вход­

m 
ного конденсатора, 'Фs - фаза поля сигнала в момент вл~та электрона. 

Решая систему (1) методом, предложен . 1ым в [1], для скорости 
электрона на выходе из входного конденсатора получим 

тде 

v1x = Voi cos Фсt1 + Voy siп roj 1 + и cos (roc t1 + 'Ф;), 

U = _1 _ _!!__ Vso t 
2 т d 

1 
sin v 

'\1 
"= ~ (-~ - 1) ' 

2 Wc 

'Фs = 'Фsо + "· 

(2) 

(3) 

Здесь t1 - время движения электрона в поле входного конденсато­
ра, Vox = v 0 cos <ро, Voy = v 0 sin <ро - компоненты скорости на входе, а 
v 1x, V1y - компоненты скорости на выходе из первого конденсатора. 

Из (2) получаются выражения для изменения компонентов скорости 
в пространстве дрейфа (области II, IV на рис. 1), если положить и=О: 

v2x = v1xcosroct2 + V 1y sin wct2 , 
(4х) (Зх) (4) (ЗУ) (4) 

V2y = - Vix sin Wc t2 + V1 y COS Wc f2, 
(4у) (Зх) (4) (Зу) (4) 

где t2 и t4 - соответственно время движения в областях II и IV. 

(4) 

Движение электрона в пространстве квадруполя (III) описывается 
уравнениями 

.. . 2Vµ 
X-Wc у= - ~ Х cos (wp t + 2'\j)p), 

" . 2Vµ ( t 2 ) у+ wcx = ~ ycos wP + 'ФР, 
(5) 

тде 2'\jJp - фаза поля накачки в момент влета елеюрона в квадруполь, 
.а - параметр, характеризующий размеры квадруполя. 

'Где 

Решая систему (4), получим [2] 

Vзх = (sin (wc fз + 2'\jJp) sh 't' + COS Wc f 3 Ch 't] V2x + 
+ [cos (wc t3 + 2'\jJp) sh 't' + sin roc t3 ch 't'] v2y, 

V3y ;= [COS (wc f3 + 'IJJp) Sh 't' - sin (J)c ( 3 ch 't] V2x -

- [sin (wc t3 + 2'1jJP) sh 't - cos w" t3 ch 't'] v2y, 

't= ~t3, 
а2 Wc 

iз - время движения ~Электрона в пространстве квадруполя. 

(6) 
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Используя (2), (3), (5), найдем связь между компонентами скоро­
сти на входе и на выходе всей системы 

где 

v4x = [- sin 0' sh 't + cos 0 ch 't] Vox + [cos0' sh 't + sin 0 ch 't] v011 + 
+ [- siп (0' + '\';) sh 't + cos (0 + '\';) ch 't] и, 

v4y = [cos 0' sh 't- sin 0 ch 't] v0x + [sin 0' sh 't + cos0 ch 't] v0y + 
+ [cos (0' + '\';) sh 't - sin (0 + '\';) ch 't] и, 

0 = ro (t1 + t2 + i 3 + t4) = roT0 , 

0' = ro (t1 + t2 -f3-t4 - 2'\'р). 

Полагая, что v4x = v cos <р, v411 = v sin <р, имеем 

Vox = v [ch 't cos (<р + 0) -sh 't sin (<р -0')] - ucos'\J~. 

v011 = v [ch 't sm (<р + 0) - sh 't cos ('\'-0')] +и sin '\'; . 

Откуда 

где 

v~ = а2 v2 + 2bvu + u2
, 

а2 = е<л cos2 (<р +у)+ e-2f sin1 (<р +у), 

Ь = e't' cos (<р +у) sin б + e-'t' sin (<р +у) cos б, 

n 
'У= (J)c (tз + i4) + 'i'p + 4• 

(T'J 

(8~ 

(9} 

Допустим, что на входе в си~тему все электроны имеют одинаковые 

по величине шумовые скорости vo, а все направления этих скоростей 
равновероятны. Если ток пучка /, а сечение s, в слое пучка длиной d( 
будет находиться следующее число электронов: 

ЛN = - 1
-dl. 

еvдр 

С другой стороны, так как функция распределения электронов по ско,­
рости на входе имеет вид 

можно записать 

где 

2л оо 

ЛN = J J сб (v0 - v) v0 dv0 d<p0 , 

о о 

ЛN 
C=--

2nv0 · 

Переходя от переменных Vo, <ро к переменным v, <р, с помощью (8) 
получим распределение электронов по скоростям на выходе системы . 

При этом функция распределения будет иметь вид 

t<v. <р) = сб <Va2v2
- 2ьиv + и2 

- v~). (10) 
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Используя формулу 

б(Ф(х)) = ~ 6(x-xs) 
k,J 1 Ф' (xs) 1 ' 
s 

тде Xs - простые корни уравнения Ф(х) =0 в рассматриваемом 
вале, преобразуем (10) 

При выводе (11) предполагалось, что и<V"о. При этом снова 
2л: 00 

ЛN = j' S f (v, (j))vdvdqJ. 
о о 

интер-

( 11) 

Найдем среднюю величину проекции скорости электрона на ось х 

2Л: 00 

VCOS (/) = -
1

- ("SVCOS(j)f(v, (j))VdVd(j). 
ЛN J 

о о 

Используя ( 11) и проводя интегрирование, получим 

2л: 

v cos (/) = -
1-J }!!!:..._ cos (/) d(j) = ..!::___ (e-"t siп (\ cos у+ е"' siп у cos б) . (12) 
:rt а' 2 

о 

Это же выражение для v cos <р получается, если предположить, что 
.начальное распределение электронов по скоростям имеет вид 

Vo1 < Vo<Vo2 

Vo <vo1; Vo > t/;;2. 

При этом 

irдe 

Переходя к распределению на выходе, получим для пределов ин­
тегрирования по скоростям выражения 

иЬ v/ ( иЬ )2 и2 -v2 
V1 = - + - - ___ 01_ 

а2 а2 а1 

v2 = . иЬ_ + -. f(.::!!_)2 __ и_2 _-_v_5_2 
а2 V а2 а2 
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И, следовательно, 

с' 2snsv• 1 21t~· иЬ v cos q> = -- v2 cos q> dcp dv = - - cos cpd<p. 
N n а' 

о v, о 

в выражении ( 12) и, 't, у, б определяются формулами (3) r (6)' (81. 
(9). 

Применим (12) к некоторому элементу пучка электронов Лl, нахо­
дящемуся в момент t= О во входном конденсаторе на расстоянии, соот­
ветствующем времени t' от его конца. Этот элемент будет двигаться в. 
поле входного конденсатора время t'. Время движения его в простран­
стве дрейфа t2• В момент входа этих электронов в квадруполь фаза на­
качки будет равна 

2'\jJP = 2 (Ф (t' + f2) + 'l\JpoJ· 
Время движения элек-гронов в квадруполе tз. Наведенный ток в выход­
ном конденсаторе ~появится через время t2+ tз + f4 после включения сиг­
нала. (За это время к выходному конденсатору дойдут крайние (при 

t=O) электроны входного конденсатора.) Через время t после появле­
ния наведенного тока внутри выходного конденсатора будут находиться 

все электроны, которые при t=O находились на расстоянии l'<l=vдpt 
от конца входного резонатора. Время дрейфа после усиления t~ для. 

электронов с различным t' различно, так как t~ = t4 +l-t'. Используя 
(8) и (9), найдем, что 

' - ( 1t) у = Ф t + у0 , 'Уо = Ф f2 + t3 + t4 + 'Фро + 4 , 
(13) 

б' = 'Ф:о - 'Фро + : • 'Ф~о = 'Фsо + v. 

В момент времени t после появления наведенного тона величина 
его будет пропорциональна среднб1у значению поперечной с1<орости 

V x всех электронов , находящихся в этот момент в выходном конденса ­

торе 

где 

А 1 eV0 f sinv t tgy0e'+tg6'e- • 
= - 8 md -'\1-' g 'Xi = ~ t t ", -~ 

е• - gy0 gu е • 
( 14)1 

Выражение (14) справедливо для t<t1• 

Еслиt>t 1 (но 2t1>i), то в выходном конденсаторе будет находить­
ся только часть электронов, которые при t=O были во входном конден­
саторе, т~к как некоторые из них уже выйдут из выходного конденсато­

ра. При t>t1 в выходной конденсатор начнут поступать электроны, ко­
торые при t=O находились еще вне входного устройства. Для них фаза 
сигнала при влете во входной конденсатор будет зависеть от их расстоя­
ния в момент t=O от входного конденсатора. 

Для электронов, находящихся на расстоянии l=t'vдp, фаза сигнала 
в момент влета <p8 =rot' +<ps0, фаза накачки в момент влета в квадруполь. 
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2фр =2w (t' + t1 + t2) +2фро. Время движения, соответствующее различ ~ 

ным частям системы t1; t2; t3; t4+T- t'. При этом 

6" = ol{ _,1, +~= 6' 
'l'sO 'УрО 4 · 

Средняя поперечная скорость Vx в этом случае будет равна 
t t-1, 

vx = -~: [_S (v cos ер) dt' + S -(v-c-os-ep-)2 dt'} 
t - t, о 

В последнем выражении для вычисления ( v cos ер) 1 и ( v cos ер) 2 нужно 
определить 'У и б соответственно по (13) и (15). При этом 

v = __i_ , 1 е-2• siп2 6 + eZt cos2 6' х 
х l1 v 

r -

х -v tf- 4 siп2 ( Х2 -; Xi ) (t - t1)2 (t~ - (7 - t1)
2

) · siп (ыХ + х0), ( 16) 

где 

t _ tgy1e'+ tg6'e- • 
g Х2 - ' tg t "' _, , 

е - у1 g u е 

[tT - (!- t i)2] sin Х1 + (t - t)2 sin Х2 tg Хо = _2 ____________ _ 

[t 1 - (t' - t1)2] cos Xi + (t - t1) 2 cos Х2 

Выражение (16) справедливо для t~2t1. 

( 17 ) 

При t>2t1 в выходном конденсаторе находятся электроны, которые 
проходят весь входной конденсатор. В этом с:Луч-ае 

vx = ~ tf ~ е-2' siп2 6' + е2' cos2 6' siп (wiT + Х2). 
t 1 

Для определения наведенного тока воспользуемся формулой 

1 = _!J}J__ ( 18) 
т d • 

где q=It1 - объемный заряд, находящийся между пластинами выход­
ного конденсатора . При этом для амплитуды установившегося наведен­
ного тока получим 

л:Лw 
2 sin--

1 _ 1 11 е V0s ! 2wc , 1----~~-~_,,. тО - B-v~-p -m- d2 __ л:_Л_W~ V e-2Л5jn2 6' +e2•cos2 6'. 

2Wc 

( 19) 

Величина Iто сильно зависит от б. При б=пn величина Iто максимальна · 

и пропорциональна е'. При 6 = < 2т + !) n !то минимальна (пропор-
2 

циональна е-•). 
Фаза установившегося наведенного тока определяется выражени­

ем (17). 
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•. 

Если снова отсчитывать время от момента включения сигнала, то 
зависимость Im от времени будет иметь вид 

1 т = / то sin [roc (t + t1 -Т0) + Х2], t > Т0 - t1 • 

Таким образом, сдвиг фаз между Im и Vs определяется выражением 

:rt 
Л = (ro- roc) t + (t1 + To)roc + 'Pso -х2 + 2· 

'1\ак следует из ( 17), при y=nn 

tg У - tg бе-21: где б = '\'' -'\' - + __::_ 11.2 - • sO РО 4 · 

Im 

J :--.. ./ 

l Х2 -Х1 / m0 COS 
2 

~! 
То -1,~ 

\ 

То 7;,+Т, 

\ 
' - 1--"'" ........... 

Рис. 2 

(20) 

t 

Только в этом случае величина х2 может сильно зависеть от расстройки 

.Лw, так как 'Ф;о = 'Фsо + ~ ( ~:). От величины расстройки зависит 
также Imo (19). 7 11 

Выражения (14), (16), (18) позволяют судить о характере увеличе­
•НИя амплитуды наведенного тока. 

Как уже отмечалось, наведенный ток появляется в момент t=T0-t1• 

При T0-ti<t<T0 увеличение амплитуды тока пропорционально [t­
-(To-t1)]2 (14). Изменение амплитуды тока между Т0 и To+t1, как 
IВИдно из ( 16), определяется выражением 

F(t) = { tf ~ 4siп2( X?-;Xi ) (t-T0) 2(ti-(t-T0)1]. 

t 
Приведенное выражение имеет минимум при t = Т0 + А, при этом 

F (ts) = t~ cos ( Х2-; Х1 ). 

п Х2-Х1 :rt 
ри = - в момент t=is наведенный ток равен нулю. 

2 2 
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На рис. 2 показана кривая увеличения амплитуды Iто в зависимости 
от времени. 

Используя данные, приведенные в {З], можно оценить величину вре-

мени установления коJ,Iебаний в описанной лампе. При этом 2t1 = ~ = 
Vдр 

=0,54 · I0- 8 сек, так как V=IЗ,4 мм, а V=l7,5 в. Причем за это время 

происходит прим€рно 20 колебаний, так как Т = ' .'!:!!:.__ = 2,4 · 10- 10 сек. 
(J) 

Приведенные выше расчеты позволяют сделать следующие выводы. 
Наведенный ток в выходном конденсаторе появляется через время To-t 
после включения сигнала. Время установления амплитуды и фазы наве­
денного тока определяется величиной 2t1, где t1 - время пролета елек­
трона в первом конденсаторе. 

т 
Если в частном случае t1 =n __Е_, то время установления колебаний 

2 
равно t1• 

После появления наведенного тока амплитуда его сначала растет, 

затем проходит через минимум (равный нулю при Х2 -; Xi = f) при 
t 

То+ . -{1

2 
и снова увеличивается до предельного значения, определяемого 

выражением ( 19). После установления колебаний сдвиг фаз между сиг­
налом и наведенным током определяется выражением (20). 
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