
(}} .е, елт1t и К! 
московскоrо унивЕРСИТЕТА 

№ 1 - 1966 

УДК 621.372.5.06 1 

К. В. Ч ЕРНЫШЕВ 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТРИЦЫ 

ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА 

Приводятся два способа экспериментального определения элементов матрицы 
'Iетырехполюсника. Такой метод исследования может оказаться наиболее целесообраз­
ным, если четырехполюсники составлены из систем с распределенными параметрами. 

Изложенные в статье способы определения элементов матрицы пригодны при исследо­
:ваниях четырехполюсников любой природы. 

При решении многих задач электродинамики и акустики бывает 
:удобно выделять части пространства, в котором протекает изучаемый 
лроцесс, и рассматривать эти части пространства как пассивные линей­
ные четырехполюсники. Это возможно при условии линейности динами­
ческих соотношений в выделенных частях пространства и отсутствии в 
.них положительных источников электромагнитной или звуковой энергии . 
В то же время допускается существование отрицательных источников 
энергии, т. е. поглотителей . 

Свойства линейного пассивного четырехполюсника при синусои­
дальных во времени процессах определяются его матрицей. Та же мат­
рица определяет свойства линий, составленных из одинаковых четырех­
полюсников [1 ]. 

Для четырехполюсников, образованных из элементов с сосредото­
ченными постоянными, вычисление элементов матрицы, по крайней ме­
ре принципиально, не представляет труда. В случае распределенных си­
стем расчеты часто бывают затруднительны, поэтому встает вопрос об 
:экспериментальном определении матрицы четырехполюсника. 

Результаты, изложенные в этой работе, были получены при изуче­
·нии упорядоченных систем объемных звукопоглотителей. В простоошем 
случае (распространение длинных волн вдоль оси решетки, образован­
ной поглотителями) таю:~е системы удобно рассматривать I<ак конечные 
цепочки, образованные одинаковыми четырехполюсниками (каждый 
четырехполюсник включает один объемный поглотитель с прилегающей 
частью пространства). Волновые свойства этих цепочек могут быть изу­
чены с помощью упомянутой матрицы, если размеры четырехполюсника 
значительно меньше длины звуковой волны. Это обстоятельство и при­
водит к необходимости определения элементов матрицы. Другие приме­
ры, показывающие важность определения элементов матрицы, можно 

найти в работе [\]. 
Приведенные ниже результаты приложимы к четырехполюсникам 
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любой природы, но для определенности мы будем пользоваться электро­
техническими переменными V (напряжение) и / (ток). 

Если V1 - напряжение на входных клеммах четырехполюсника, . 
11 - ток, протекающий через них, а V2 и / 2 - выходные значения на-­
пряжения и тока, то связь этих величин выражается так: 

V2 = b11V1 + Ь12/1 , 

12 = b21V1 + b22f1. 
(1} 

Здесь (bi11. ) -матрица четырехполюсника, элем ентами которой яв­
ляются комплексные числа, зависящие от частоты и удовлетворяющие· 

на всех частотах условию det (bili) = 11. 
Рассмотрим методы определения величин b ili в функции частоты. 
Первый способ предполагает возможность измерять входной импе­

данс четырехполюсника и измерять амплитуды и фазы напряжений на 
его входных и выходных клеммах. Кроме того, необходимо иметь в сво-­
ем распоряжении два различных сопротивления z; и z; известной ве--

личины. 

Пусть z;, а также v; и v; обозначают входной импеданс, вход­
ное и выходное напряжения четырехполюсника, замкнутого на z 2• Ве­

личины z;' v; и v; имеют тот же смысл для четырехполюсника ,.. 
замкнутого на z;. Система уравнений ( 1) дает 

(2) 

Предположим что z; и z; нам известны, а z;, z;, v;, v;, v;, V 
могут быть измерены. Из системы (2) следует определить bik· Си­
стема (2) распадается на две части: одна включает первое и третье 
уравнения, другая - второе и четвертое. Если уравнения каждой пары 
не совпадают между собой (совпадение имеет место только при z; = 

= z;), система (2) имеет единственное решение. 

, v; v; Ь 
Введем обозначения: а = -· а" = - Для lk получим следующие· 

v;' v; 
выражения: 

, [а' -а"] z~ 
Ь11 =а - • . 

zl -zl 
(3)> 

-l а' а" J Ь22 - -. --.-

z2 Z2 
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Такие измерения и расчеты, проведенные для достаточного коJtиче­
-ства частот, позволят построить графики зависимости Ьа1. от частоты. 

Если один из замыкающих импедансов равен нулю (короткое замы­
кание), то в формулах для Ь 11 и Ь 12 соответствующее значение а также 

а 
·равно нулю, а в формулах для Ь2 1 и Ь22 соответствующее значение -

Z2 
1 

-следует заменить на - 2
-, т. е. в этом случае придется измерять силу тока. 

V1 
Если же один из замыкающих импедансов равен бесконечности, то 

в формулах для Ь 11 и Ь 12 никаких изменений нет, а в формулах для Ь21 
а 

и Ь22 соответствующее значение - равно нулю. 
Z2 

Приведенный способ определения элементов матрицы (bik) сравни­
-тельно прост в своей расчетной части, но измерение амплитуды и фазы 
напряжения (а в одном частном случае и тока) может оказаться затруд­

.нительным. 

Разберем другой способ определения элементов матрицы четырех­
полюсника. Для его осуществления необходимо иметь возможность из­
мерять входной импеданс четырехполюсника, а также располагать тре­
мя различными сопротивлениями, величины которых известны. 

Введем новые обозначения: замыкающие сопротивления обозначим 
"Через z;, z; и z;. Соответствующие им входные сопротивления четы­
,рехполюсника обозначим через z,, z2 и z3• 

Если в системе ( 1) поделить первое равенство на второе, получим 
•Соотношение того же вида, что и три уравнения системы 

z; = 
Ьнz1 + Ь12 
b21Z1 + Ь22 

z; = bi1Z2 + Ь12 
b21Z2 + Ь22 

z; = 
Ь11zз + Ь12 
Ь21Zз + Ь22 

Эти уравнения могут быть переписаны следующим образом: 

b11z1 - b21z1z; - b22z; = - Ь12 , 

b11z2 - b21Z 2z; - b22z; = - Ь12. 

b11z3 - b21z8z; - b22z; = - Ь12 • 

(1 ') 

(4) 

. Из этой системы величины Ь 11 , Ь2 1 , Ь 22 можно выразить в функции 
tb12. Затем Ь12 определяется из условия det (bik) = 11. 

Рассмотрим случай линейно зависимых уравнений системы ( 4). 
'При этом одно (допустим, третье) уравнение есть линейная комбинация 
двух других: 

tz1 + WZ2 = .zs; tz1z; + wz2z; = z3z;; tz; + wz; = z;. (5) 

В этой формуле t и w - комплексные коэффициенты, удовлетворяю-
1щие условию t+w= 1, что следует из выражения линейной комбинации 
правых частей уравнений ( 4). 
. Приравняем левую часть второго равенства из (5) произведению 
.левых частей первого и третьего равенств. Принимая во внимание, что 
;t+w= 1, получим 
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Если tw =!=О, то z1 =Z2 и, следовательно, z; = z; (последнее выте­
кает из однозначности зависимостей z; от z1 и z; от z2). Из tz1 +wz2=z3 

следует окончательно, что z1 =z2=z3 и z; = z; = z;, т. е. линейная за­

висимость при tw =!=О может иметь место только в случае равенства трех 
замыкающих импедансов. Если равны между собой только два из них" 
то одну из величин t и w придется считать равной нулю, а другую -
единице. 

Таким образом, если замыкающие сопротивления неодинаковы, си­
стема (4) позволяет выразить Ь11, Ь21 и Ь22 через Ь 12 . . Вводя обозначения: 

Z1 -Z1z; -z; -1 -z1z; --z; 

Л= Z2 -z2z; -- z; . Л1 = -1 -Z2z; -z; ' 

Zз -z3z; -z; 1-1 -z3z; -г; 

Z1 -1 -z; Z1 -z1z; -1 

Л2= Z2 -1 -z; . Лз = Z2 -Z2z; -1 

Z3 -1 -z; Zз -z3z; -1 
найдем 

(6)1 

Воспользуемся условием det (bili) = rl: 

ь2 [ Л1Лз Л ] _ Л 12 -л-- 2 - ' 

откуда 

(7) 

Рассмотрим случай Ь 1 2=0. При этом система (4) имеет решение· 
лишь при условии Л =0. Заметим, что условие t+ w = 1, налагавшееся на 
коэффициенты линейной комбинаU:ии, теперь н-е необходимо. Обращение· 
Л в нуль очевидно при выполнеНИl:f одного из трех условий: Ь21 =0; один. 
из замыкающих импедансов равен нулю; два замыкающих импеданса. 

равны между собой. Будем считать, что эти условия не выполняются. 
Определим t и w из первого и третьего соотношений формулы (5)-. 

Это возможно, если z; =!= z; и z;, .г:; =!=О, как было обусловлено~ 

Подставляя найденные t и w в первое соотношение из (5), получим тож-. 
дество, которое с помощью выражений ( 1 ') для z;, i;; и z; приведем: 

к виду 

tz; (b21z1_+ Ь22) + wz; (b21Z2 + Ь2 2) = z; (Ь21Zз + Ь22). 
откуда, учитывая третье равенство из (5) и условие Ь-'21 *О, найдем~ 

tz1z; + ·wzizi = z3z;. 

Из этого следует, что Л=О, если Ь12=О. Величины Ь,. ,, Ь21 и Ь22 опре• 
деляются из первых двух уравнений системы (4) и условия Ь11 · Ь22= 1. 
Для этого необходимо, чтобы z; =!= z; и z;, z; =!=О. 

При Ь12=0 формулы (6) . и (7) неудобны, поэто,му. приведем экв.и.-
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валентные им, которые можно применять всегда: 

Ьн = ± Л1 
Ь12 = ± л 

у Л1Лз-ЛЛ2 ' УЛ1Ла-ЛЛ2 ' 

Ь21 = ± Л2 
Ь22 = ± Лз 

у Л1Лз- ЛЛ2 ' Jf Л1Лз-ЛЛ2 

(7а). 

Выбор знака производится так же, как в формуле (7). 
Разберем вопрос о выборе знака в формуле (7). Представим себе.. 

бесконечную цепочку, составленную из одинаковых четырехполюсников, 
вдоль которой распространяется нормальная волна {2]. При этом напря- . 
жение V п и ток ! п. измеренные на входных клеммах п-го четырехполюс-. 
ника, связаны с напряжением Vn+i и током In+i. измеренными на вхо)!- . 
ных клеммах (п+ l )-го четырехполюсника следующим образом [1]: 

Vns = Vп+i. I ns = I n+i. 

где s - комплексное число, определяемое из уравнения: s2-(b11 + Ь22Н + 
+ 1 =0. Два значения s 

t t = Ь11 + Ь22 + 1/ ( Ь11 + Ь22)2 - 1 
"'I• "'2 2 - J' 4 ' 

(8) . 

которые удовлетворяют этому уравнению, определяют преобразование. 
напряжений и токов при распространении волны вдоль цепочки в поло­
жительном и отрицательном направлениях. Поскольку s1 · s2 = 1, можем 
ПОЛОЖИТЬ s1=e-v И · s2=е'У, где v=a+i~ есть ПОСТОЯННаЯ распростра­
нения. Величина а характеризует изменение амплитуды, а р - фазовый . 
сдвиг напряжения или тока при переходе волны через четырехполюсник. 

Выбирая временной множитель в виде eiwt, получим, что s1 соответст- · 
вует движению волны в положительном направлении, если а>О (это . 
следует из условия пассивности четырехполюсника). 

К:ак известно (см. [1]), длина волны 'А может изменяться в преде­
лах 2d <'А < оо, где d - линейные размеры элементарной ячейки , 
(четырехполюсника), многократным повторением которой образована 
цепочка. При этом фазовый сдвиг напряжения или тока, измеренных на 
входных клеммах двух соседних четырехполюсников, изменяется в пре­

делах 

(9)1, 

Одному и тому же распределению токов в цепочке в силу неодно­
значности волнового ЧИСJlа соответствуют различные значения ~. отли­
чающиеся друг от друга на величину, кратную 2л:. Таким образом, по­
лученное при расчетах значение р может быть переведено в основную,. 
область определения (9) добавлением величины, кратной 2л:. " 

1 . 
Вводя обозначение а= - , запишем выражение для f!апрящ:ения·! 

л 
на выходных клеммах п-го четырехполюсника 

vп = v0e2ni[vt-aпdJ. 

Аналогично 
Vn+I = Ve2ni[vt-a(n+l)d], 

Отсюда по.1учаем 
v 

t - e-a-if! - ~ - e-2пiad 
"'1 - - Vn - ' 

a=-2ndlm[a], ~=2л:dRe[a]. 



Для волны, бегущей в положительном направлении, Re[a]>O, а зна­
чит и ~>О. Таким образом, знаки а и ~в волне, бегущей в положитель­
ном направлении, совпадают. В обратной волне обе величины изменяют 
свой знак. Следовательно, если а и ~ отличны от нуля, их знаки совпа­
дают. 

Из формулы (8) 

chy= si+s2 =-1 (b11 +b22)=chacos~+ishasin~, (10) 
2 2 

<Откуда вытекает 

(11) 

Условие ( 11) является общим для всех пассивных линейных четы­
рехполюсников. Оно позволяет выбрать знак в формуле (7), если 
Im[b11 +Ь22] =t= О. 

Из формулы ( l О) следует, что для обращения в нуль величины 
Jm{b11 +Ь22] должно выполняться хотя бы ОДНО из условий: а=О, ~=О, 
~= +п, ~=-n. 

Разберем случай, когда а=О. Будем обозначать знаком плюс свер­
ху величины, которые получаются при выборе положительного знака в 
формуле (7), и аналогично - для знака минус. Очевидно, что bj; = 
'=-Ь;. Из формул 

V (ь++ь+,2 
s+ =-

1 [Ь++ Ь+] + 11 221 -1 = e-v+ 
1 2 11 22 4 • 

( 12) 
1 V (ь++ ь+)2 

s+ = - [Ь+ + Ь+] + 11 22 
- 1 = ev+ 

2 2 11 22 4 • 

s- = -1 [Ь- + Ь-] - 11 22 
- 1 = e-v-, V rь-+ь-)2 1 2 11 22 4 

s- = -1 [Ь- + Ь-] - -.. ( (bil + Ь?;)2 - 1 = ev-
2 2 11 22 v 4 

видно, что st = - s2 и st = - s1. 
Из равенства модулей !t и s2. 6f и 61 следует, что 6t и 62 

соответствуют распространению волны в одну сторону, а 6t и s/ - в 
другую. Вопрос о выборе знака в формуле (7) ·Сводится к выбору меж­
ду ~t и s2, результат которого предопределяет и выбор меж-
ду st и s!· Разница между st и 62 состоит только в фазовом мно­
жителе, так как st = s2·e'it, откуда 

а+= - а-, -i~+ = i~-+ in. (13) 

Такие же соотношения для этих величин получаются, если сравнивать 

~t и s1. 
Если учесть, что ~ имеет область определения (9), и любое значе­

ние ~ может быть смещено в эту область добавлением величины, крат­
ной 2n, то из (13) следует, что ~+и ~-не могут иметь противоположные 
знаки. Если одна из величин равна нулю, то вторая равна +n или -n. 
Во всех остальных с.т.~учаях ~+ и ~- имеют рдинаковые знаки и распола-



л: 
гаются симметрично относительно точки р = - , если они положительны, 

2 
л: 

и относительно точки Р=--, если они ·отрицательны. 
2 

Если а+ и а- не равны нулю и ни одна из величин р+, р- также не 
равна нулю, то выбор между ~t и ~2 осуществляется на основании 
требования о совпадении знаков а и р (напомним, что а+ и а- имеют 
разные знаки). Это эквивалентно применению формулы ( 11), которая 
при таких условиях становится строгим неравенством. 

Если же а+ и а- равны нулю, этот способ неприменим. Предполо­
жим, что а обращается в нуль только на одной частоте vo. В этом слу­
чае знак в формуле (7) следует взять таким же, что и на близких ча­
стотах выше и ниже этой частоты. 

Если а+ и а- равны нулю в целой области частот, выбор между 
JЗ+ и р- может быть сделан на основании физических соображений. На­
пример, если система четырехполюсников имеет характер фильтра ниж­
них частот, выбирается та из величин р, которая соответствует умень­
шению длины волны с повышением частоты. 

Как уже было сказано, вопрос об экспериментальном определении 
элементов матрицы четырехполюсника возник в связи с изучением си­

стем объемных поглотителей. Следует сказать, что, если в четырехпо­
люснике имеет место поглощение энергии, величина а не может рав­

няться нулю. С другой стороны, если поглощения нет, а также может 
иметь значение, отличное от нуля (если частота колебаний лежит ·в по­
лосе непропускания цепочки). 

Если на какой-либо частоте vo приходится делать выбор между ве­
личинами Р=О и Р= ±:n:, следует определить величину р на других ча­
стотах, по возможности близких к vo, и затем определить, к какому зна­
чению стремится р при частоте, стремящейся к vo. Если это почему-ли­

'бо сделать не удается (например, по причине разрывности р в точке 
vo), следует воспользоваться первым методом определения элементов 
матрицы. 

Измерения, связанные с определением величин bili. для объемных 
·звукопоглотителей, следует производить в акустическом интерферомет­
ре. Измерение входного импеданса четырехполюсника при этом может 
быть произведено по хорошо известной методике [3]. 
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