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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИ ТОЧНОМ ВЫЧИСЛЕНИИ СВОБОДНОЙ 

ЭНЕРГИИ ДЛЯ МОДЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ В ТЕОРИИ 

СВЕРХПРОВОДИМОСТИ 

Рассмотрено асимптотически точное решение для модельной системы бардинов
ского типа. Построен новый метод, позволяющий математически строго показ ать, что 
вычисленные свободные энергии на единицу объема с помощью модельного и аппрок
симирующего гамильтонианов асимптотически мало отличаются друг от друга. Полу
ченные результаты справедливы как при 0>0. так и при 0=0. 

В этой работе рассмотрим простейшую модельную систему, изучае
мую в теории сверхпроводимости, которая характеризуется гамильто-

нианом с фермиевскими амп.тштудами щ, at 

Н = ~Т (f)ata1 - 2~ ~ Л.(f)Л. (!') аtа±т а-1· Щ·. (1 } 

f f,f' 

Мы используем общепринятые обозначения, а именно: f = (р, s), 
-f=·(-p, -s), s= ± 1, р - вектор импульса . При фиксировании нор
мировочного объема V =L3 

где пх, ny, п2 - целые числа. 

2тс 
Pz =- nz, 

L 

Наконец, Т (f) = Р
2 

- µ., где µ.-химический потенциал. 
2т 

Для обычной модели Бардина 

\ 

J Е (s)=const для[-:: - µ. / <О 
f..(f) = 

о для 1 ;~ - µ.1 > о 
Е (s) = ± 1 

(2} 

В предполагаемом исследовании нам не придется использовать эти 

конкретные свойства функций Т (f), Л.(f). Вполне достаточным является 
выполнение следуюших условий. 
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Функции Л,(f) и Т (f) - вещественны, Л (-f) = -Л (f), 

2~ ~ \Л.1 \ < k1 = const, + ~ \T(f)Л.f 1 < k2 = const, 
f f 

-
1 ~ Л.f -< k3 = const (при V-+ оо). 
v f 

Свободная энергия на единицу объема, соответствующая системе не
вз аимодействующих частиц, конечна. 

Эти условия заведомо выполняются в случае (2). 
В работе [1] был предложен способ вычисления свободной энергии 

такой динамической системы, основанный на введении «аппроксимирую
щего гамильrониана»: 

HQ = ~ Т (f) ata1 - {~ Л. (f) (Са_,а, + c•ata±t )} + 2СС*, 
f 1 

тде С и С* - с-числа. 
Поскольку Н0 является квадратичной формой из ферми операторов, 

то такой аппроксимирующий гамильт<!шиан можно привести к диаго
нальной форме и непосредственно вычислить свободную энергию на 
единицу объема 

8 
fно = -- ln Spe v 

но 

--
в 

Входящую 'В Н0 комплексную постоянную С мы должны определить, 
следуя указанным работам из условия минимальности fн0 (С); fн0 (С)= 

. дf но 
=mш , откуда получим ас =0, т. е. 

Здесь 

но 

С= < J > = SpJe в 
Но Н° 

Spe 

J = -
1
- ~Л.(f)ata±, . 

2V ~ 
t 

·там же с помощью теории возмущений было показано, что вычислен
:ная таким образом f н0 , отличается от истинной свободной энергии f н 
(для системы с гамищ,тонианом Н) на единицу объема на величины, 
исчезающие при V-+oo. Поскольку вопрос о сходимости рядов теории 
возмущений там не был исследован, соответствующий результат о том, 
что fн0 равняется fн асимптотически точно нуждался, естественно, в ба

.лее строгом обосновании. 
Поэтому в работе [2] поставленная задача была рассмотрена без 

применения теории возмущений. В этой работе была изучена цепочка 
зацепляющихся уравнений для функций Грина и было показано, что 
функции Грина для «интегрируемой задачи» с гамильтонианом Н0 

удовлетворяют всей этой цепочке уравнений для точного гамильтониа -

на Н с ошибкой порядка, ( Т) . 
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Однако, разумеется, с чисто математическ0й точки зрения и такого
рода рассуждения не являются вполне строгими. Строго говоря, здесь 
надо было бы показать, что функции Грина для системьn <: гамильто
нианом Н0 асимптотически равны соответствующим функциям Грина 
для системы с гамильтонианом Н, а это свойство не вытекает непо
средственно из того факта, что функции Грина для Н0 удовлетворяют 

всем уравнениям функций Грина для Н с ошибкой порядка ( + )· 
Ввиду важности рассмотрения модельной системы с возможно· 

большей полнотой для теории сверхпроводимости, и, с другой стороны, 
ее относительной простоты она заслуживает того, чтобы ее изучение· 
провести на вполне строгом математическом уровне. 

В такой чисто математической постановке задача была изучена 
[3, 4] в случае нулевой температуры, где и было показано, что действи
тельно система с аппроксимирующим гамильтонианом Н0 дает асимп
тотически точный результат для системI?I с гамильтонианом Н. Развитый 
в этих исследованиях метод обобщен в работе [5] на случай более 
сложных модельных систем (в которых пары взаимодействуют пе
в s-сосrояниях, а в состояниях с более ·высокими значениями момента 
количества движения, например, в р-, d- и т. д. состояниях), однако и 
там также рассматривался случай нулевой температуры. 

Перенесение указанного метода на случай (0 =F О) температур, от
личных от нуля, наталкивается на ряд принципиальных трудностей,. 
которые до настоящего времени не были преодолены. 

Целью настоящей работы является построение нового метода, поз
воляющего доказать асимптотическую малость разности fн•-fн и при 
0>0. 

Мы будем исходить из гамильтониана более общего вида, содер
жащего комплексный параметр v. (Этот гамильтониан при v=O совпа
дает с гамильтонианом (1), Гv=о =Н.) 

где 

Г=T-2VJJ+-(vJ+v·J+)v, (3} 

Т = LTtaTa1 . 
(f) 

Соответственно «аппроксимирующий» гамильтониан будет 

Г0 = T-2V(CJ+ + C~J)- V(vJ + v+J+) + 2V !С 12 , (4) 

отсюда видно, что 

Г=Г0 +т, 

m = -2V(J-C) (J+-C-).' 

(5) 

(6) 

Найдем сейчас оценку для (fr•-fr) разности свободных энергий 
на единицу объема через посредство средних от величины типа (6). 

Для этого нам удобнее будет ввести вспомогательный «промежу
точный гамильтониан» Г1 =Г0 +t т (при t=O, Гt=Г0, t= 1, Гt=Г). Вхо
дящая в Гt постоянная С считается фиксированной (не зависит от t). 

Рассмотрим конфигурационный интеграл и свободную энергию для 
«промежуточного» гамильтониана 
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Заметим, что fi(C)=fr и потому не зависит от С, а fro=minf
0

(C). 
(с) 

Дифференцируя равенство (7) два раза по t, получим 

a2 Qt _ v д2ft v2 
( дft ) 2 

~--в дi2Qt+ в;- дt Qt. 

С другой стороны, учитывая, что 

1 rt гt 

д2 Qt = _1_ J Sp {Ще - -6- -r Ще - -8- (t - -r)} d-r 
~ ~ , 

о 

и сравнивая с предыдущей формулой, имеем 

t rt rt 
-~ д2ft + V2 (~)2 =-1-Ss {Ще--6 't'ще--6 (l-'t)}d-r 

е atz в2 at е2 Q Р · • 
о 

принимая во внимание 

находим 

дft 1 
--=-
дt v 

rt 
Sp~e--6-

rt 
Spe --6-

1 rt гt 
д2 f t 1 { 1 s -- 't - - (l-'t) } 

-дt2 = 8v Q SрЩе 6 Ще 6 d-r- (Щ)2 = 
о 

1 rt гt 

= e~Q ssp{~e--6 ~е- -6 (1-'t)}d-r, 

о 

где ~ = Щ - ( Щ). 

(8} 

(9} 

(10}1 

Перейдем к матричному представлению, в котором промежуточный~ 
гамильтониан Г1 диагонален, тогда 

х 

~ 1 (Е~-Е~) ~ 
х d-r - -8- = _1 _ 5 ~ \ ~ 12 е- 8 -r- -в- d-r = 

0VQ ~ пт 
о п,т 

Таким образом, мы показали, что 

_ _!2j_ ~О. 
дt2 ~ 

Из этого неравенства следует, что дft = - 1
- (Щ) 1 уменьшается с увели-

дt v 
чением параметра t. 
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Имеем далее 

1 1 

/г0 (С)- /r = --s 31..!._dt = - J_i!L dt >О. 
дt v 

о о 

Поскольку это соотношение верно для всех С, имеем также 

rnin/0 (C):>fr, т. е. fг0 :> /г. 
(с) 

П роинтеrрируем неравенство 

(( Щ) t) >- (( Щ) r), О <. t <. 1. 

Подставляя вместо Щ выражение (6), убеждаемся, что для любого С 
справедливо 

/г0 (С) - fг <. 2 < ( J - С) ( J+ - С+) >г. 

В частности, возьмем С= <l>г и заметим, что 

fr 0 = rninfro(C) <. fг0 ((J)г), 
таким образом, 

/r• - fг < . .fг• ((J)r)- fг <. 2 ((J - (J)г) (J+ - (J+)r)r) 

и окончательно 

O<.fг•-fг<.2((J-(J)) (J+-(J+)))•. (11) 

Напомним сейчас нашу основную задачу- мы хотим показать, что раз
ность fг0 - fг является асимптотически малой при V-+oo. Как видно 
из полученного неравенства (11), эта задача была бы решена, если бы 
мы смогли установить асимптотическую малость среднего 

((J- (J)) (J+- (J+))). 

Наметим для этого в общих чертах схему для оценки этого сред
него. Заметим прежде всего, что 

1 Г J - J Г 1 <. К = const, 

где 

К = \ v 1 k3 + k2 + 2k1 k3• 

Принимая во внимание, что Г-энергия всей системы должна быть про
порциональна V, естественно считать операторы Г и J, J+ асимптотиче
ски коммутирующими. 

Если бы вообще пренебречь некоммутативностью оператора Г с J 
и J+, то получили бы, дифференцируя по v и v *, 

-8 

т. е. 

д2f ·= v 
дv дv* ' 

г 

Sp(JJ+ е--8-) _ V _(S~p_J_e __ 6 ~)~(_S_p_J+_e __ 0 ~) 
г г 

r г 

Spe 6 (Spe 8 
)2 

= v ((J- (J)) (J+- (J+))), 

- _0 д
2

f = ((J- (J)) (J+ - (J+))). 
V дvдv• 

( 12) 

* Для удобства записи усреднение по гамильтониану Г обозначаем < ". > г = 
=< .">. 
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При этом наша задача была бы выполнена, если бы нам удалось уста
а21 ...._ 

навить ограниченность второй производной . Однако, к сожале-
' дvдv* . 

нию, мы этого показать не умеем. Мы располагаем только тем, что 
первые производные от f по v и v* ограничены 

( ~ = ( J) • J ~ ] -< 1J1 < - 1
- ~ \ Л (f) 1 = k1 = const) . дv дv 2V -'..J v_.oo , 

f 

К тому же, как указано выше, операторы Г и J, J+ некоммутативны и 
потому равенство ( 12) нуждается в уточнении. 

Итак поставленную задачу - показать асимптотическую малость 
разности (fг• - fг) - осуществим в два этапа. Сначала найдем точную 
оценку для среднего < (!- <!>) (!+-<! +> ) >. выраженную через 
вторые производные от f с учетом некоммутируемости операторов Г и 
!, J+. Далее, основываясь на полученной оценке для среднего и не ис
пользуя того факта, что вторые производные ограничены, разработаем 
способ, с помощью которого покажем асимптотическую малость иско-
мой разности {fг0 -fr) при V-+oo. 

Совершая преобразования, анаJ1огичные (8- 10), толыко с гамиль
тонианом Г и дифференцируя f по v и v*, придем к равенству 

где 

1 

8 

1 -2-г - (t-т) г 

__ a2-'-f_ = v
02 
s ~ ( De 

0 v+ ег 6 
) dт 

дv дv* -
о 

Spe 

D = J- (J ) . 

Записывая правую часть этого равенства подробнее, имеем 

( 13) 

1 д2f V ~ 1 - ..!._ Е - (1-т) Е 
- - --- = - S D е 6 т D"J;n е 6 п dt · Q- 1 = 

8 дv дv* 82 пт 
n,m О 

V 1 _..5__Е -~Е 
= 02 ~ \Dnm 12 .\ е е т dt е п ·Q-1 = 

п.т о 

п.т 

Таким образом, всегда 

д2f ~ - - v 
дvдv* 

п,т 

\ Dпт\ 2 

Q 

Ет Еп 
е - --&- - е - - 8-

Еп - Ет 
>0. ( 14) 

Для дальнейших оценок мы будем пользоваться неравенством Гель
дера *, которое применительно к нашему случаю удобно записывать в 

* · Неравенство Гельдера: j ~ аЬ j <; (~ \ a\P)' IP х (~ \ b\q)Ifq, где 

1 1 3 
р + q = 1 должно быть р > 1 , q > 1 . Мы берем р = 2 и q = 3. 

-----------~-~------------- --

р>О и 
q>O 
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виде : 

(15) 

(Pk > О \ ;;k / конечна). 

Ет Еп 

1Uk12 = IJnm 12 le--9 - - е-:- --г 1 VQ-1• 

Подставляя в неравенство ( 15) выражения для р и 1 u k 12 , получим 

Ет Еп ; I; I Dпm 12 1 е--0- - е-- -0-I < 
п.п1 

Ет Еп 

1 Dпт\2 \ е- -8- -е--8- \ 

\Еп -Ет\ 
)''' (; I; [Dnm l2 Х 

п,т n,ni 

Ет Еп )'/з 
Х I Еп-Ет 12 1 е- -6- - е - -0-I 

Учитывая (14), имеем 

п.т 

~ ( a2t )'!, ( v ~ 1 D 12 
"""' - дv дv * Q ~ пт Х 

п,т 

Еп Ет ) ' / • 
Х IEn - Em l2 (e- -tl- + е--Ь-) . 

Произведем несложные преобразования 

Еп Ет 

-: I; ID11m l2 I Eп -Eml2 (е--0- + е- -0- ) = 

r 

= ~ Spe--8 {(ГD - DГ) (D+Г-ГD+)+(D+Г-ГD+) (ГD-DГ)} = 

= V ( (Г J - JГ) (Г J - JГ)+ + (Г J - JГ)+ (Г J - JГ) ) < 2V К,2 • 

Учитывая эти преобразования , получим 

Ет Еп 2 1 

Q
v '\1 ID:1ml2le- -o- - e- - 0- I < (--а---'2f_)З (2VК.2)З . 

L.J дv дv* 
п"т 

юо 



Далее запишем 

n,rn 
En Ет 

+ ~ ~ \ Dnrn 12 \е- -&- - е--е-1, 
п.rп 

где 
Е Г 

~ ~ J Dпm l 2 е-+ = ~ SpDD+e--6 = V (DD+) = 
n,m 

= v ((J - (J)) (J+- (J+))); 

таким образом, окончательно имеем неравенство 

((J-(J) ) (J+-(J+))) <- д2f 
· · дv дv* 

_е_ + (2К2)'/, 
v v'lз (

- _а21_-)·1 •. 
дv дv* 

(16) 

Заметим, что если сравнить полученную тачную оценку для сред
него (16) с предварительным равенством (12), то видно, что точная 
оценка (16) отличается от равенства ·( 12) лишь дополнительным чле
ном, возникшим в результате учета некоммутативности оператора га

мильтона Г с операторами J, J+. (Если операторы Г и J, J+ коммути
руют, ясно, что (16) автоматически переходит в (12)). Отметим, что 

f (v, v*) зависит лишь от модуля r = V vv* и не зависит от фазы, т. е. 
f(v, v*) =f(V vv*), отсюда, дифференцируя f по v и v*, найдем 

-3._ = J_ vr v f' (r), 
дv* 2 v* г 

д
2

f = _l_ (f' + f"r) = - 1
- ~ (r· ~)<О, 

дv дv* · 4r г г 4r дr дr 

далее учитывая, что \ГJ-JГ\<K=const, и обозначая D(r) =<(J
-<l>) (J+-<J+>) >, перепишем неравенство (16) 

2 2 
D (r) < _е (- f" - _1 Г) + (- Г + _1 f' )3 _!5__!__ 

4V г r 2 г r г 2 
2V 3 

В этом неравенстве для нас неудобны вторые производные от f, ограни
чить которые мы не умеем. Чтобы от них избавиться, проинтегрируем 
(16) по r и покажем, что 

г, 

j' r·D(r)dr-70 при V-700. 
Го 

имеем в самом деле 

г Го 2 г, 2 

S' 8 дf 1 к 3 
\" !. ( д ( дf ) ) 3 r·D(r)dr<-r-- +-2- r 3 --- r- dr. 

= 4V дr - • ....__., дr дr 
Го Г1 2V 3 То и ~ 

v 
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Применяя ко второму члену, стоящему в правой части, неравенство 
Гельдера в интегральной форме 

1 3 2 

Jlи·vldr<(Jiиl3 dr)З · (Jl vJ2 dr)З 

и учитывая, ч10 

( 17) 

найдем 

S
r, е 11 . 2. ( ?. 2 )~ 

r·D(r)dr <-k1 (r0 +r1)+-
2
-(2k1K(r0 +r1 ) ) 3 ~-го . (18) 

w - 2 
~ wз 

Хотя мы и показали, что этот интеграл асимптотически убывает 
при V-+oo, однако отсюда нельзя сделать вывод о том, что и подынтег
ральная функция убывает. 

Обратимся к неравенству ( 11) 

+ + 
О< fг0 -fг < 2 ((J- (J))(J - (J))) . 

Обозначая a(r) =fг•-fr и учитывая (18), имеем 

r, 2 ?, ~ _.!.. 

S 
(2kK (Го+ Г1)З ( 1 - О) З 

( ) d .,- 8k, (г0 + г1) + 2 
r·ar ' °"""' 2 v -

~ уз 

Так как первая производная~ ограничена ( 17), то и 1 a~(r)1 < 4k1 • 
дг 

По.1ожим 

r 0 = r + l, r 1 = r + 2! 

и воспользуемся «теоремой о среднем » 

r+2L r+2l 

a(s)- J r ·dr = J r·a(r)dr, 
r+ l r+ l 

где 

r + l .::;;:: s < r + 21. 

Принимая во внимание равенство 

~ 

а (r) =а (s)- J. а' dr 
r ' 

r 

имеем 

r+2l 2 
\ r ·a (г) dг 

r.:(-l la(r)J <: --~---- 2 8k l + 2 -8k + ( 4kK) 3 + 4k1 · l < Vl 2 2 
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Выберем l из условия 

8kl = 

2 

(4kK)3 

2 2 

z3 v3 
l= 

Таким образом, окончательно получим 

О -< fг•-fг < 

L 
]31; 
v 

L = const. (19) 

Можно отметить, что полученная оценка сильно мажорирована, но 
для нас это не играет роли, поскольку мы хотели лишь установить, что 

fr• -fг ~О 
при V ~оо. 

Заметим, с другой стороны, что правая часть (19) стремится к нулю, 
равномерно по отношению к r = 1 vj, поэтому она справедлива для v=O. 
J3 этом с:1учае имеем 

L 
О< fн• -fн < --2-; L = const. 

у5 

Более того, оценка равномерна и по отношению к 0~0, и мы мо
жем положить также 0=0. Таким образом, результат имеет место как 
при 0>0, так и при 0=0. 

В заключение укажем, что можно рассмотреть задачу [6] об асимп
тотически точном вычислении корреляционных функций у функций 
Грина, построенных на основе модельного (3) и соответствующего ап
проксимирующего ганильтонианов. При этом, вообще говоря, можно 
показать, что 

где 

А, В = а,, at, а_,, а±,, 

и 

при v-oo 

д.'lя любого фиксированного значения б>О. Подчер1шем, что это соот
ношение справедливо, когда r~б. Выражение <А (t) ·В (т) > ro вычис
.1яется э:1ементарно, и нетрудно установить, что 

lim {lim (A(t)-B(т))r•} = lim (А(t)-В(т))н•· 
г - 0 V-.+oo V->oo 

(21) 

IОЗ 



Таким образом, из соотношения (20) вытекает существование пре
дела 

lim {lim (А (t) ·В (-r))г} =<А (t) ·В (-r)>н. 
r~o v~oo 

(22) 

Но (21), (23) - не что иное, как квазисредние в смысле работы [3]. 
Итак видим, что квазисредняя (21) асимптотически равна квазисред
ней (22). 

Отсюда также вытекают аналогичные соотношения и для функций 
Грина. 
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