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ПРОСТРАНСТВА ЭйНШТЕйНА С ГРАВИТАЦИОННЫМИ 

ВОЛНАМИ 

Рассматривается новый общековариантный критерий гравитационных волн в 
применении к классификации Петрова полей тяготения по алгебраической струк
туре тензора кривизны. Показано, что нетривиальные пространства Эйнштейна, удов
летворяющие этому критерию, могут принадлежать только к · вырожденному II типу 
по классификации Петрова. Формулируется обратная теор~ма. 

Пусть ds2 = gaf3 dxa dxf3 (а, ~ = О. 1, 2, 3) - метрика пространства-вре
мени V4 с сигнатурой ( + - - -) (х0 - временноподобная координата), 
Rµаf3v-тензор кривизны Римана-Кристоффеля; запятой с последующими п 
индексами будем обозначать п-кратное ковариантное дифференцирование. 

Будем рассматривать класс римановых пространств V4, определЯемь~х 
уравнениями 

OgRµaf3v = g"0 Rµa(3v, ca = О.. ( 1} 
1 

Где U~ = gP0
(.:.) ,ра - общековариаНТНЫЙ ВОЛНО~ОЙ О!Jератор (Да

ламбера) (!]. В работе {2] обосновывается высказанно~ А. Л. Зельмано
вым положение, что уравнения вида ( 1) могут . служить в качестве 
общековариантного критерия существования Гравитационных волн. 
Было показано, что ряд точных решений уравнений Эйнштейна в ваку
уме (решения Переса, Такено, Петрова и др.) удовлетворяет данному 
~критерию; решения же в виде «цилиндрических волн» Эйнштейна
Розена не удовлетворяют уравнению ( 1). 

Поставим в общем виде вопрос: какое место в классификации 
Петрова занимают пространства V4 , удовлетворяющие общекова
риантному волновому уравнению (1)? В настоящей статье ответ на этот 
вопрос будет дан лишь для пространств Эйнштейна *Ti: 

Raf3 = xgaf3• (2) 

где i ( 1, 2, 3) означает номер соответствующего типа лолей тяготения. 
Пустые пространства V4, т. е. пространства *Ti при х=О, будем обозна
чать Ti. 

Отобразим, следуя А. 3. Петрову [3], пространство *Ti в данной 
точке на шестимерное метризованное бивекторное . пространство. Rб, по-



ставив в соответствие каждой кососимметрической паре индексов (а~) 
и (µv) тензора Rµaf3v собирательны~ индекс в пространстве R6• Для 
этого иопользуем, нап:ри1м~р. ну~меjрацию 

10~1. 20~2. 30~3. 23__.4, 31 ·~s. 12--+6. (3) 

Как показал А. 3. Петров {3], матрица (Rаь) (а, Ь = 1, 2, 3, 4, 5, 6), 
определяющая ортогональные компоненты тензора кривизны для *Ti, 
приводится в некотором неголономном орторепере к следующему ~кано

ническому виду: 

(Rаь) = ( ; _ ~ ) , (4) 

где для 7 1 

с· о о) ( ~. о 

~). М = О а2 О , N = ~ ~2 
О О а3 о ~з 

(5) 

Е а1 = -х, Е ~1 = 0; (6) 

для ·т2 

м ~ ( 
ai о о 

). с· 
о 

~ ). о а2 +1 о N= ~ ~2 
о о а2 -1 1 ~2 

(7) 

а1 +2а2 = -х, ~1 + 2~2 = О; (8) 

для •т3 
х 

о 
3 

N ~ ( 
о о о) 

М = 
х 

о о о --1 --
3 

о - 1 о 

(9) 

о о 
х - -
3 J 

Здесь ai и ~i - вещественные и мнимые части стационарных бивек
rорных кривизн, совпадающих с базисами элементарных делителей 

Л. матрицы 

(Rаь - 'Лgаь), 

где gаь - метрика пространства R6 : 

gab-+ gµaf3v ==' gµagvf3 - gµf3gva· 

Пенроуз [4] *, исходя из спинорных свойств тензора кривизны, ука
Jал на ~возможность ~более уs11юй опециализации типов ~полей тяготения 
Петрова, разделив *Т1 на три, а *Т2 на два подкласса пространств Эйн 
штейна, в соответствии ·С диаграммой: 

* А ранее Дебеве [11) . 
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( 10) 

·тз ·т2 ·т1 

Здесь 1, D, О - подклассы пространств *Т 1 : для типа / все три значе
ния стационарных кривизн U8 =as +i~s различны; для типа D две из трех 
стационарных кривизн совпадают, например а2=аз , ~2=~3 ; для типа О 
все стационарные кривизны совпадают и являются вещественными: 

а1 = а2 = аз = _:_ ~ ' ~1 = ~2 = ~з = О· 
3 

11 и N - подклассы пространств * Т2: 11 - «невырожденный 11 тип», для 
которого обе стационарные кривизны cr1 и cr2 различны; N - «вырожден
ный 11 тип», характеризующийся совпадением стационарных кривизн 
(та1кже являющихся вещественными): 

( 11) 

Отметим, что в классификации Беля (5] типы 1, D, 11, 111, N обозначают
ся соответственно cas 1, cas 2а, cas 2Ь, cas За, cas ЗЬ. 

Воспользуемся из·вестным результатом: для того чтобы простран
ство *Ti удовлетворяло уравнениям ( 1), необходимо и достаточно, что
бы оно удовлетворяло уравнениям 

Ra0.~ 6R6µ~a +2(RO.~a 6Riii!6a-R~~a 6Rµa.ria + xRµaf3v) = О. (12) 

Уравнения (12) с очевидностью вьпекают из тождеств для *Ti (см. (6], 
стр. 244): ' 

D~Rµaf3v + Rud~ 6R6µ~ а+ 2 (R~~u 6Rµ~6 а -Щ~а 6R/J,0.6 а+ xRµaf3v) = О, 
которые являются следствием уравнений (2), тождеств Бианки и диф
ференциальных тождеств Риччи. 

Поскольку уравнения ( 12) являются алгебраическими относительно 
тензора кривизны, их можно исследовать с помощью алгебраической 
классификаuии полей тяготения Rµaf3v• выражаемой формулами 
(4) - (9). Выберем для этого в каждой данной точке пространства *Т; 

ортогональный неголоно·мный репер ~~(а, и=О, 1, 2, 3) такой, что 

gaa = еа = ± 1(е0 = 1, ei = - 1, i = 1, 2, 3), ga/3 = О (а =1= ~). 

Уравнения (12) в этом репере примут вид 

L еае{) [Raaf36RtJµva + 2Rava6Rf3µatJ-2Raµa6Rf3va6] + 
а,6 

+ 2xRµaf!v = О. (13) 
Пусть имеет место пространство *Т 1 • Тогда, записывая уравне

ния (13) в бивекторном пространстве Rв с использованием нумерации 
(3), принимая во внимание (4) и (5), получим 

aI + 2а2а3 - ~I-2~2~з + ха1 = О, 

2 ( а1~1 + а2~з + аз~2) + "'~1 = О 
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и еще четыре уравнения, получающиеся из этих ци1клированием по 

индексам 1, 2, 3. Вычитая из первого уравнения третье, из третьего -
пятое, из пятого - первое и проделывая то же самое со вторым, четвер

тым и шестым уравнениями, принимая во внимание соотношения (6), 
получаем 

а1 (а2 - аз) - ~1 (~2 - ~з) = О, 

~1 (а2-аз) + а1 (~2- ~з) = О 

и еще четыре уравнения, получающиеся из них циклированием по ин

дексам 1, 2, 3. Эти уравнения, как известно ([3], стр. 399), представляют 
собой записанные в Rб условия интегрируемости уравнений 

Rµaf3v,o =О, ( 14) 

определяющих симметрические пространства. Так как любое простран
ство *Т,, определяемое уравнениями ( 1), удовлетворяет условиям интег
рируем ости уравнений ( 14), то для этих * Т1 последние обращаются в 
тождества, т. е. система (14) вполне интегрируема ([7], стр. 99-103). 
Таким образом, любое *Т,, определяемое уравнениями (l), удовлетво
ряет и уравнениям ( 14), т. е. является симметрическим nространством 
и, следовательно, тривиально относительно уравнения 1( l). 

Так как при х=О симметрические пространства Эйнштейна I типа 
являются плоскими ([3], стр. 402), то пространства Т,, удовлетворяю
щие уравнениям ( 1), будут плоскими. 

Пусть имеет место пространство *Т2. Уравнения (13), с использо
ванием формул ( 4) и (7), приводят к следующей системе уравнений: 

ат - ~т + 2 (а~ - ~~) + ?<а1 = о' 

2 (а1~1 + 2а2~2 ) + х~1 = О, 

а~ + 2а1 а2 - ~~ - 2~1~2 + 2 ( а2 - а1) + х ( а2 + 1) = О, 

~1 - ~z = О, 

2 (а2~2 + а1~2 + ~1а2 + ~2 - ~i) + Х~2 = О, 

2 (а2 - а1) + х = О, 

а~ + 2а1а2 - ~~ - 2~1~2 + 2 (а1 - а2) + х (а2 - 1) = О, 

2 (а2~2 + а1~2 + а2~1 + ~1 -- ~2) + Х~2 = О . 

( 15) 

Из четвертого уравнения системы ( 15) и второго из соотношений (8} 
следует, что ~ 1 = ~ 2 =0. Из шестого уравнения системы ( 14) и первого 
из соотношений (8) следует далее, что а1 =О. Тогда из первого уравне
ния системы ( 15) следует также, что а2=О, а из шестого уравнения -
что х=О. Таким образом, система (15) может быть удовлетворена лишь 
при условиях ( 11), определяющих вырожденный II тип пространств 
Эйнштейна с х=О. 

Как показал А. 3. Петров [3], существует единственное симметриче
ское пространство *Т2. Оно удовлетворяет условиям ( 11), определяю
щим вырожденный II тип, и в специальной системе координат выра

жается метрикой 

( 16) 
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Таким образом, тип *Т2 допускает единственное решение уравнений (1), 
определяющее симметрическое пространство, - метрику (16). 

Пусть, наконец, имеет место пространство *Тз. Если в уравнениях 
( 13) зафиксировать индексы, пользуясь любой из подстановок 

( а~ µv) (а~ µv) ( а~ µv ) (а~ µv) (а~ µv) (а~ µv ) 
1 о 1 о 1 о 12 30 30 30 23 23 23 12 12 ' 

то на основе формул (4) и (9) ни одно из соответствующих шести урав
нений не может быть удовлетворено ни при каком значении х. Это озна 
чает, что пространства Эйнштейна, удовлетворяющие тензорному вол
новому уравнению (1), не могут быть пространствами III типа по клас-
сификации Петрова. · 

Условимся называть пространства V4 с ковариантно-постоянным 
тензором кривизны ( 14) ( симметричеокие пространства) тривиальными 
относительно волнового уравнения ( 1). Тогда изложенные результаты 
можно оформулировать в виде следующей теоремы. 

Теорем а. Пространства *Т1 , определяемые тензорным волновЬJJМ 
уравнением ( 1), могут быть только тривиальными относительно этого 
уравнения, при х=О · (рространства Т1) они могут быть только плос.кими. 
Пространства * Т2 , определяемые уравнением ( 1), в том числе и триви
альное относительно ( 1) пространство ( 16), ~могут принадлежать толь
ко к типу N диаграммы Пенроуза, причем х=О. Пространства *Тз не 
могут удовлетворять уравнению ( 1) . 

Иными словами, нетривиальные пространства Эйнштейна, удовлет
воряющие волновому уравнению ( 1), могут быть только пространства-
ми Т2 типа N диаграммы Пенроуза. ~ 

Наоборот, полагая в формулах (7) а1=а2=О, Р1=Р2=О (тип N при 
х=О), легко убедимся на основании уравнений 1(15), что уравнения (12) 
удовлетворяются тождественно . Это доказывает следующую обратную 
теорему. 1 

Теорем а. Любое пространство • Т2 типа N удовлетворяет обще
ковариантному волновому уравнению ( 1). Из них единственное про
странство, с метрикой ( 16), является тривиальным относительно урав-
нения ( 1) . :· 

В заключение полезно провести аналогию между критерием ( 1) 
гравитационных волн (А . Л. Зельманова) и критерием, сформулирован
ным в {8] Лихнеровичем. Согласно критерию Лихнеровича, пространство 
Эйнштейна *Ti определяет гравитационные волны, если оно допускает 
существование изотропного векторного поля laUafa =О), удовлетворяю
щего уравнениям типа 

la,[fly] =О. (17) 

Уравнения (17) в *Ti могут быть записаны также в виде 

luRµaflv + lµRvaflu + lvRuaflµ = О. 

Согласно работе Беля [9], для выполнения условия 1( 17) необходимо и 
достаточно, чтобы данное *Ti было пространством Т2 типа N. Та1ким 
образом, с точностью до пространства Т2 вида (16), где выполнение 
критерия Зельманова оказывается тривиальным, в пространствах 
Эйнштейна оба упомянутых критерия идентичны. 

Отметим, наконец, что в работе (10] другим способом было пока
з ано, что для метрик вида «плоских волн» g µv = gµv (х' ± х0 ) тензор кри
визны имеет структуру, соответствующую случаю типа II при ai = Pi =О . 
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Однако этот результат был получен без использования какого-либ 
инвариантного критерия гравитационных волн. Тем не менее совпаде
ние результатов в обоих случаях является дополнительным аргументом 
в пользу того, что общековариантное уравнение ( 1) действительно вы 
деляет класс пространств, обладающих гравитационным излучением 
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