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СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО СПИНОРНОГО 

УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим статические сферически-симметричные решения нелинейного спинор­
ною уравнения 

д'У -
iyµ дхµ - т [l - n'л ('Р''Р')п-1] чr =о. (1,2,31 

Чrобы получить уравнения относительно радиальных функций, воспользуемся решением 
уравнения Дирака применительно к атому водорода [4] . Полагая 

( 1) 

представим зто уравнение, аналогичн0 (4}, в форме 

(2) 

где 

W = ro-m+ 3')..ml~, W' = ro+ m -· 3'лml~, 10 = W'f. 

Полагая, еогласно [4}, 

( 
<р) = FQ(I) 
Х l,m • ( 

<р' ) - . (2) 
х' - iGQ1+1.m • (2') 

где F и G - функции только r, а Q (1) и (I) - шаровые спиноры , определяемые . l,m t,m 
( 46.70) из [3]. 

Полагая в (46.70) l=O, m= 1 и используя (46.72), из (4] преобразуем уравне­
ния (2): 

Полагая 

F' + (ro + m)G-3ym(F2-G2)2G = О, 

2 
G' + - G-(ro -т) F-3ym(F2 -02)2 F = О . 

r 

( <р ) = FQ(2) 
Х l,m • ( 

<р' ) = - IOQ(I) 
х' l-1,т 

8 ВМУ, No 2, физика, астрономия 

(3) 

109 



и используя (46.72) и (46.70) упомянутых работ при l= 1 и m= 1, перепишем уравне­
ния (2): 

2 
F' +-F-(ro + т)+ 3ym(F2-G2)2 = О, 

r 

G' + (ro - т) F + 3ут (F2 - 02)2 F =О 
(4) 

('У = _Л._) Использование ,всех остальных значений l и т не позволяет исключить 
( 4л)2 · 

угловые переменные. Используя (!), (2') и (46.70) (при l=O, m=·( I) , получим радиаль­
ный лагранжиан L,. Используя вместо решения Ч', решение 'Jlc =c'Jlm, соответствую-

щее другому знаку энергии*, получим радиальный лагранжиан Ц=-L,. Оба лагран-

жиана L, и L~ с помощью уравнений Эйлера-Лагранжа ( (32а)-(32б) [5]) приводят 
к одним и тем же уравнениям (3). Аналогичным путем можно получить и уравне­
ния (4). Следовательно, частицеподобные решения систем (3) и (4) дают два симмет­
ричных спектра масс, соответствующих двум знакам энергии . Оба лагранжиана L, и 
L~ приводят к одним и тем же уравнениям относительно F(r) и G(r) в случае, если 

нелинейный член Лт (Ч'Ч') п ='Лm ( F
2

: 

02 
) п входит в лагранжиан при нечетном п. 

1 1 

Полагая х = mr, ro = ~т, F (r) = f (х){ 3
1'У ) 

4 
, G (r) = g (х) ( 3~ ) 

4 
, приведем: 

(3) и (4) к виду 

2 
g' = - - g - ( 1 -- ~) f + (f - · g2) 2 f. 

х 

f' = - ( 1 + ~) g + (f - g2) g (3') 

2 
с граничными условиями g(O) =а1 и g(O) =0, (g(O) =0 из-за наличия в (3') члена -g} 

х 

g' = ( 1 - ~) f- (f2 - g2)2 f, 

f' = - ~ f + ( 1 + ~) g - (f2 - g2)2 g 
х 

(4')-

с граничными условиями g(O) =а2 и f(O) =0. Известно 1[6], что линейные члены системы 
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го порядка определяют по­
ведение интегральных кривых системы нелинейных уравнений в случае, если корни 
уравнения 

(5} 

(a ;k - коэффициент при линейных членах) имеют действительные части, отличные от 
нуля. Для систем (3') и (4') уравнение (5) имеет решение 

2 v 4 -- ± -+4(1-~2) 
х х2 

iЛ.1.2 = 2 

Отсюда следует, что f ~ О и g ~ О при х ~ оо в случае, если ~2 < 1. Если пренебреч~. 
нелинейными членами при х~ оо, то системы (3') и (4') имеют квадратично-интегрируемые 
решения (при ~2 < 1 ). При х ~ оо между g и f системы (3') существует связь 

1 (,,-- 1 \ 
g = 1 + ~ r ~ - ~2 + --;-Jf; 

между f и g системы (4') существует связь: 

f = - 1 (-.11 - ~2 + _1 ) g. 
1-~ х 

* с - инвариантность спинорных уравнений в классическом елучае означает сим ­

метрию относительно знака энергии {!]. 
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Чтобы выяснить зависимость поведения решений уравнений (3') •от а1 и JЗ, находим 

ai 
g' (О)= - 3- ( 1 - J3 - а4), (6) 

и поскольку f' (О) =0, то при достаточно малом хо с учетом разложения f (хо) в ряд 
Тэйлера и малости g(xo) получим 

f' (хо)= -(1 + ~)g+ a4g. (7) 
4 -Рассмотрим случай а 1 > 1 + J3. Тогда из (6) и (7) следует, что f и g увеличивают-

ся с ростом х в окрестности нуля и дальнейшее поведение f и g зависит от того, бу­
дет ли [ (f2-g2) 2]'>0 или * больше нуля. При этом 

[(f- g2)2]1 = 4 (f - g2) (ff' - gg'). (8) 

Из (3) находим 

ff' -gg' = 2g2 
( +- ~ ; ). (9) 

1 g 
Из (8) и (9) следует, что при х > t\' f, [(f - g2)2]' <О и, следовательно, при неко-

тором х = х, g = f, и в силу (9), \ f' \ > \ g' \. Поэтому при некотором х' >х. g>f. 
Тогда из (9) и (8) следует, что [(f2 - g2)2]' >О. Следовательно, после пересечения 

f и g, g' и f', а затем g и f неограниченно возрастают и тогда при af > 1 + ~ частице­
подобных решений нет. 

Рассмотрим случай: 1 - J3 < ai < 1 + ~· В окрестности нуля f, f', g' - убывают с 
ростом х, а g - увеличивается. Убывание g' следует из того, Что с увеличением g 11 убы­
ванием f при некотором х возможен .случай f = g и тогда g' <О. При g < f всегда 
можно найти х' < х, когда f' < О и g' <О. Здесь возможны три случая: 1) f и g пере-. 
секаются, 2) f-->O и g->O при х--> = (причем f>g и \f'\>\g'\) и 3) g-уходит в 
область отрицательных значений, если при g =О, 1 - J3 > (f- g2) 2, и тогда f' >О. Чтобы 
g находилось в области положительных значений, необходимо, чтобы выполнялось нера­
венство 1 - ~ < (f2 - g2)2 , т. е. можно найти такое ~. чтобы f--> О и g-> О при х--> оо, 
т. е. мы будем · иметь безузловые частицеподобные решения. Одноузловые решения воз_ 
можны при пересечении f и g в области положительных значений. Для (4') (способом ана_ 
логичным для (3')) можно показать, что при а~> 1 + JЗ, \ f \ и g, \ f' \ и g' - неограни­
чецно уве.пичиваются с ростом** х . Используя ( 1 ), (2') находим выражение для массы: 

00 00 

М = 5 тоо dV = ~т-~ -у-3-'У- [ ~ J (/2 + g2) х2 dx + + 5 u2 - g2)s х 
о о 

1 
Х x2 dx = ---- /2· 

m2 у 3 у 
(10) 

Исrtольgуя (!), (2') и проинтегрировав по угловым переменным, находим (l=O, m=I): 

5 
metr metr 

S 2 = (х'Т 20 
- х2Т 10 

) dV = 

00 00 

----[~S (f gхз dx + S g 2x2 dx] = 3 

1 
__ / 1 

m2 .,lз у Зт 1fз- у 
о о 

(11) 

и Sy = Sx = О. 
Учитывая, что макс.кмалыюе абсолютное значение S z ~овпадает со значением спина S, 
запишем 

м 12 
--=Зт-- или 
s 11 

(12) 

* Т. е. от того, будет ли функция (f2-g2) 2 увеличиваться или уменьшаться с ро­
стом х. 

** Отмеченное поведение решений f и g уравнений (3') и ( 4') при af > 1 + J3 и 
а2> 1 + J3 относится только к уравнениям (!) при нечетном п. 
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На электронной машине для четырех значений а были найдены безузловые частице­
подобные решения и следующие значения для ~ и интегралов / 1 и / 2. 

а 

1,0 
0,95 
0,9 
0,85 

/\ 

0,9987446 
0,9994189 
0,9997315 
0,9998764 

1, 

25,2 
39,2 
63 

103,6 

1, 

17 
25,5 
42, 1 
69,3 

1,/1, 

0,67 
0,65 
0,67 
0,67 

1 
Подставляя найденное значение для 12/l, 8 (12), .получаем (для значений спина от 2 

7 
до 2) соотношение: M=2mS. Поско.11ьку в квантовой механике S принимает полу-

целые значения, то полученное соотношение имеет физический смысл только для этих 
допустимых значений. 

Автор благодарен проф . .Я - П . Терлецкому за постановку задачи и помощь в ра ­
боте. 
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ПРАВИЛО ПОЛОВИНЫ 

Кафедра 
теоретической физики 

УДК 539.21 

Известен ряд работ {1-3], в которых обосновывается неприменимость метода 
самосогласованного поля в теории твердого тела. Хотя в этих работах и правильно 
указывается на некорректность применения этого метода в некоторых исследованиях 

по теории кристаллического состояния, тем не менее сам метод оказывается хорошим 

приближением в теории твердого тела. 
Как будет нами показано в другой работе, правильное пременение метода само · 

согласованного поля в теории кристалла позволяет развить статистическую теорию 

фазового равновесия и перехода кристалл-жидкость, а также получить целый ряд 
других физически важных результатов. Мы приведем один из таких результатов, ко­
торый можно назвать «правилом половины» . Согласно этому правилу абсолютная тем ­
пература плавления Т пл (при атмосферном давлении) веществ с критическим давле­
нием в несколько (до 46) атмосфер равна половине критической температуры Т к : 
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1 
Тпл= 2Тк-


