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Исходя из концепции относительного гра'Витационного поля, выдвинутой Ю. А. Ры
ловым {!], подсчитаны энергии плоских гравитационных волн Синга [3] относительно 
отдельных опорных точек . Получено, что знак и значение энергии зависят от положе
ния опорной точки . 

Плоские гравитационные волны ра1осматривались IJ)ядом авторов. 
Тауб [4] .и Мак-Витти (5] :показал1и, что неполя•р·изоrванных nлооких IВол.н 
не ~существует. Робинсону и поздJнее Бонди удалось показать {6, 7], что 
ураВ1нения поля одопу.скают существован1ие плос.ких 1Волновых зон конеч

ной ~протяженности между двумя областнми .плоского !Простра1нс'I'ва. 
Синг [3] раосмотрел объемные плоские гравитационные волны. ЭiНерг-ия 
плоских волн Робинсона - Бонди подсчитана l\учаром, Лангером [8] 
и Каэ-ном [9] с помощью выражения для 1l'севдотензора энергии-импуль
са Меллера (10, 11, 12] и Лангером (13] ic mомощью выражения для псе.в
дотензора Плебанского; эти авторы показали, что энергия этих волн 
равна нулю. Араки [14] доказал •сущес'ЛВование и единственность реше
ния уравнений тяготения в линейном приближении ·слабого поля для 
случая, когда •пространст~венная часть .метрики является регулярной и 
сводится к ~плоской, и показал, что это решение определяет гравита
ционные волны, энергия ~которых 1Положительно определена. 

В настоящей работе исходя из концепции относительного гравита
ционного поля, выдвинутой Ю . А. Рыловым (1], ~подсчитаем относитель
ную энергию плосюих гравитационных вол1Н Синга {3]. В работе [1 ] пока
зано, что при описании rгравитационного IПОЛЯ физически существенным 
является только отнооительное J'равитационное поле, т. е. гравитацион

ное по.1е ~в точке Х ·по 011ношению 1]{ полю в опорной точке Х'. Относи
тельное гравитационное поле предоставляет ~собой двухточечный тен'Зор 

(1) 

где Ygy (Х) ~суть юкобки Кристоффеля •В .пространс11ве--вре.меши v4 

в некоторой системе координат К, а rgv (Х, Х') ~суть скобки l\ристоф
феля в ~плоском прос-граrнстве Е х' , сопри1касающем1ся •С V4 в точке Х', 
в ·си.стеме координат К', полученной при отображении v4 на Е Х'. Способ 
отображения V4 на Ех' зависит от выбора опорной точки Х'. При ото
бражении V4 на Ех· -геодезические в V4, проходящие через Х', отобража-
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ются в прямые в Ех', проходящие через Х', причем при отображении со- · 
храняются углы между геодезическими в точке Х' и длины геодезических, 
проходящих через точ·ку Х'. При этом .метрический тензор G х' простран
ства Ех' оказывается тесно с•вязанным '[2] 1с мировой функцией Синга [3]. 

Исходя из концепции относительного гравитационного •поля оказы-
вается возможным ввести плотность энергии, им.пульса и другие вели

r, 
1 ll 

rz о 

ш 

чины для гравитационного поля [1], 
причем все величины, относящиеся к 

гравитационному полю, оказываются 

относительными (зависящими от опор
ной точки Х'). Это можно трактовать 
как некую общую относительность, 
присущую гравитационному полю. Со

гласно [1], 4-импульс гравитационных 
волн относительно опорной точки опре-

.т, . деляется соотношением 

Рв ' = Рв' (Х') = s е~В' V-DxdSa, 
:Е 

где Рв, - относительный 4-импульс гравитационных волн, являющийся 
вектором в точке Х', Dx=det l, Gµv ll , ~-произвольная бесконечная прост-
ранственно-подобная гиперповерхность е~В' = Р~У.е~У• Р~У. - тензор па
раллельного переноса в Ех', а e~v - тензор энергии-импульса гравита
ционного поля относительно точки Х', даваемый соотношением 

Л0 ~В= - 2~ {gPa (gµvga6-gµogav) (9crvBQ6µp + Qvof\Q6µp + QopfзQ6µv)-ogLg}, 

Л = "1 j Dx, g = det 11 gµv 11, 1Qovf3 = ga~tQf.в. . v g 
(2) 

Здесь Lg - плотность лагранжиана гравитационного поля относителы~о Х', 
взятая в виде 

Lg = Lg (Х, Х') = gЩ3 (Q~вQJµ - Q~вQ~y), 

х = Впу у - гравитационная постоянная Ньютона. 
с4 ' 

(3) 

В том случае, если в качестве ~ выбрана гиперповерхность х0 = const, 
получим 

Рв' = .\ Ле~В'-.,/ - g d3x, d3x = dx1dx2dx3
• 

:r 
(4) 

На рисунке показана объемная гравитационная волна в пространст
ве-времени [3].Две трехмерные гиперповерхности ~ 1 и 2: 2 делят простран
ство-время на три облаеrи: I, II и III. Матер-ия о'Гсутс11вует во всем про
странстве, и повсюду мы имеем Rij= O. Гравитационное поле в обла
стях I и III отсугствует, IИ, •следовательно, здесь Ri.ikrn= O. 

Область II :представляет собой объемную грав'Итационную волну. 
Здесь по крайней мере один из ·'комлонентов тензора Римана не равен 
нулю, что мы отметим, записав 

R, jkm =t= О. 
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дgµv 
На·помним, что для допустимых координат gµv и ----;;;;;--- непрерывны, а 

д2g 
__ µv_ могут терпеть разрыв (условие Лишнеровича 1[15]). Существен
дхkдхm 

ная особенность объемной гравитационной волны состоит в существова
нии неплоокой области, «втиснутой» между двумя ~плоски1ми. Чтобы 
построить гравитационную волну ·С линейным элементом [3] 

ds2 = dt2 - ехр (2Р) (dx1 ) 2 - ехр (2Q) (dx2) 2 - (dx3 ) 2 , (5) 

где x0 = t, скорость света выбрана за еди·ницу, Р rи Q-произвольные 
функции от х= (х3-х0 ) /(2 IВ . областях I и III, необходимо удовлетво
рить уравнениям 

Р" + Р12 = О, Q" + Q'
2 

= О, 
где штрихи означают произ1вод:ные, так что 

Р = ln т (х +а), Q = ln п (х + ~), 

(6) 

(7) 

где а, ~. т и п - постоянные (различные в областях I и III), а в обла
сти II нужно удовлетворить уравнению 

Р" +Р'
2 1

+ Q11 + Q'~ =О, . (8) 

не заботясь о том, чтобы удовле'гворЯлись оба уравнения (6). . 
Вычислим тензор энергии-импульса этих плоских гравитационных волн. 

Величины Qgy можно найти исходя из соотношения ( 1 ). Гlv связаны с 
мировой функцией Синга следующим образом [2]: 

а Gaµ' д G Г13у = . -v- 13µ ' , 
дх 

(9) 

д2G аµ' 
где G = G (Х, Х')- мировая функция Синга, Gaµ· = , а, а G -тен-

дхµ дх 

зор с матрицей, обратной Gaµ" Штрих у индекса означает, что индекс 
относится к точке Х' . .Мировая функция определяется соотношением 

х 

G (Х, Х') = ~ S2 (Х, Х'), S (Х, Х'). = s у gµvdxµdxv, 
х' , 

где интеграл берется вдоль геодезической, соединяющей точки Х и Х'. 

Тензор переноса Р~~. имеет вид [2] . 

P;f. = - ga·o· (Х') G0 .!3, Р~а · = - ga'o' (Х') G0 ·13, (10) 

где Р{ - тензор обратный P;f .. Из (9) и (10) следует 

Га р·о д (Р µ·) 
!3У = µ'. дхУ /3· . (11) 

Мировая функция для метрики (5) имеет вид (~м. [3]) 

G (Х Х') = _1 (f,O - f,3) {<so + f,3) + (~1)2 + (~2)2 } 
' 2 (2 11 у'°2 12 , 

( 12) 

где 

х х 

f.i=xi -xi' , 11 = Jexp[-2P(x)]dx, 12 = Jexp[-2Q(x)]dx. (13) 
х' х' 

2* 



а' 
Отсюда для Р~. получим 

·О' ·3' 
Ро. = 1 + Ро. , 

р·3' _ р·О' _ 
О· - - 3· -

(s1)2 (т1 + т; - 2т1т;) (s2)2 (~ + т; - 2т2т;) 

411 (х-х') + 412 (х-х') 
·3' ·3' · 1' , ·2' , 

?3. = 1 -Ро., Р1 . = т1, Р2. = т2, 

P
·I' _ p·I' _ (s1)m;(m1-l) .2 • . 2• (s2)m;(m2-l) 
О· - - 3. - ,r , Ро. = - Р3 . = ,r , 

· 2 (х - х') - 2 (х - х') 

·О' ·3' 
Р1. = Р1, = 

·2' · 1' 
Р, . = Р2 . =0, 

m1 = 
(х - х') ехр [- 2Р (х)] 

m,= 
(х -х') ехр [- 2Р (х')) 

11 ' f 1 

m2= 
(х - х') ехр [- 2Q (х)] 

m2 = 
(х - х') ехр [-- 2Q (х')] 

f 2 ' 12 

Вычислив PJ., гgv а 

и Yf\v• для относительного гравитационного 

получаем 

Q~o=-QJ3, Q]i= Q?i, Q12=Q~;=Qii=O, (i,j=0,1,2,3) 

Q8o= -((s1>
2
m1 {т1 (1 +т;)+Р'(х-х')(1+2т;)-2}+ 

2 2 (х-х')2 /1 

(62)2 т2 + '{m2 (1 +m;) +Q'(x-x')(I +2т;)-2}, 
2-{2 (х-х')2 /2 

о (61) (т1 т; - 1) о (62) (~ т; ._ 1) 
Q10 = Q2o = , 

2(х-х')/1 ' 2(х - х')/2 

( 14) 

поля, 

Q60 = <6
1
)mi {1-т - Р'(х-х')} (15) 

(х - х')2 t ' 

1 
Q10 = 

Q?, = 

где 

Q~ = ( 62)~ {1-m2 -Q'(x-x')}, 
(х -х')2 

l-m1 Р' 
Q~o = 

1 - т2 
- ·(2•' у2 (х - х') -(2 (х - х') 

т; - 1 Р' ехр [2Р] 
Q~2 = 

т;-1 

1f 2 11 -(2 -(2 12 

Р' = dP , Q' = dQ . 
dx dx 

Из (3) и ( 15) получим 

20 

Q' ---
-(2' 

Q' ехр [2Q] 

у2 

( 16) 



Поэтому из (2) и (15) для тензора энергии-импульса имеем 

ЛО~11 = - ~:
0 

{(g11
)
2 Q1111 (ЗQ011 -Qно) + (g22)2 Qz211 (ЗQ022 - Q220) + 

+ g11 g22 [Q1 1/3 (Qo22 - Qz20) + Qz21! (Qон - Qщ)]} · ( 17) 

О .сюда, из соотношения Л8~11· = Р~'!. Л8Z и (10) получаем 

где 

Л8~о · = Л8~о = - ЛО~з· , 

ЛО~1 · = ЛО~2 · = О, 

х - х' = ~ (~з - ~о), ~; = xi - xi'' 
-,1 2 

Р = Р (х) = Р [ ,) 2 (х
3 

- хо) J Р' = ~~ , 

Q = Q (х) = Q [ ) 2 (х3 - хо) J Q' = dQ 
dx ' 

(х - х') ехр [- 2Р] 

/1 

х 

11 = .f ехр [- 2Р] dx, 

Х' 

' (х - х') ехр [- 2Р (х')) 
т 1 = --'----'---'--'-----'-'-

f 1 • 

х 

т2 = _(x_-_x'~J _ex_p_[-_2Q_J_, 12 = Jexp [-2Q] dx, 
12 

х' 

(х -х') ехр [- 2Qlx')] 

12 

Теперь вычислим Р11 -. Для Р13 - получаем согласно (4) и (18) 

Р1 · = Р2· =О, 

+оо 

. (18) 

Ро · = - Рз · = .\ ЛО~о· V- g d3x = V2J dx1 dx2 J Л8~о· V -g dx 
~ - оо 

+оо 

Ро · = - Рз · = V2 S J Л8~о· V - g dx, 
-оо 

где 

S = J dx1 dx2
, (20) 
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так как выражение Л0~о' V- g не зависит от х1, х2 , а х =~(х3-х0 ). 
' 2 Рассмотрим интеграл 

+оо 

А = J Л0~о' V - g dx. (21) 
-l)Q 

-а 

Сначала заметим, что если этот интеграл сходится, то J Л0~0 , V - g dx =О 
-00 

для опорной точки, находящейся в области I (см. рис. ), и 
00 

Л0gо ' r - g dx = О J
. о ,;-

для опорной точки, находящейся в области Ш, из (7) 
а 

и ( 19) получаем 

m1 - I +Р' = m2 - I +Q' = O, 1 m1 = т2 = . 
х - х' х-х' 

Эти результаты физически очевидны, потому что области I и III плоские. 
00 

Но J Л0~о' V- g dx =1= О для опорной точки, находящейся в области I, и 
а 

-а J Л0~о' V - g dx =1= О для опорной точки, находящейся в области Ш. 
-оо 

Теперь найдем условие сходимости интеграла (21). Этот интеграл зависит 
от положения опорной точки х' = d. В общем случае для любой опорной 
точки (для любых d) этот интеграл не сходится и интеграл (21) сходится 
только для отдельных опорных точек. Отметим, что все приведенные 
выше рассуждения справедливы для любых функций Р и Q, удовлетворя
ющих уравнениям (6) и (8). 

Пусть 2: 1 и 2: 2 задаю11ся соотве11ствен1но уравнениями х=-а и х=а. 
Тогда область II определяется неравенством -а<х<а ~и в ней мы 
удовлетворим (8), требуя, чтобы Р и Q удовлетворяли уравнениям 

Р" + (Р')2 = - k- 2 , Q" + (Q')2 = k- 2, k » а . (22) 

В качестве частного решения выбираем 

Р = ln cos ~, Q = ~ 
k k . 

В нашем приближении 

х ( х2 ) g11 = -ехр [2Р] = -cos2 -;;~- 1- k
2 

, 

(23) 

[ 
2х ] / 2х 2х2 ) g22 = -е,хр [2Q]=-exp k ~-l 1 + k +-,;:;- . 

(Это справедливо при ..!!_ < ~.) 
k 10 

Теперь необходимо определить 1В областях I и III фун11щии Р и Q 
в форме (7), требуя неnрерЬ11вности этих функций и их первых производ
ных на 2: 1 и 2:2. Получаем в обла·сти 1 
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ехр[Р] = 1 +--+-( 
а2 ах ) 

2k2 k2 ' ехр [Ql = ехр [ -f J . ( 1 + f + ~ ) , 

в области III 
(24) 

ехр[Р] = l+-- -( 
а2 ах ) 
2k2 k 2 ' 

ехр [Q] = ехр [ f J . ( 1 - Т + ; ) (25) 

(заметим, что ( 12) получено из ( 11) заменой а на -а). 
Итак, мы видим, что формальные сингулярности появляются в точ-

ках 

k2 а 
х = - --- х = -k-a в области I 

а 2 ' 
и 

k2 а 
х = -+ ~ в области III. 

а 2 
(26) 

Исследуем 'сл учай, когда x'=d<-a (опорная точка 'находи'Гся вобла
сти 1). Тогда для А имеем 

+оо +оо 

А = j' Л8~о- V - g dx = j' Л8~о - V - g dx = 
-оо -а 

=С+ lim{Blп(x+ a)f, 
х~оо 

где С, В - постоянные, зависящие от d, а а - ,постоянная, не зависящая 
от d. В нашем случае (функции Р и Q •имеют в•ид (23), (24) и (25)) из 
условия сход!имости этого интеграла В=О .получим уравнение для d 

( : )

1 

+ ai ( f) ( : )6 + а2 ( f) ( : ) 5 

+ а2 ( : ) ( : У + 

+ а4 ( f) ( + )3 + а5 ( Т) ( : )2 + ав ( Т) ( : ) + а1 ( : ) = О, 
где ai ( Т )- функции от : . Решая это уравнение, получаем для его 
решений, удовлетворяющих условиям d < - а: 

d =-82,50k (при а 1 ) k=JOO 
и 

d=-8,25k (при : = +а-). (27) 

Аналогично получаем следующие значения d, для которых интег
рал (21) сходится 

d=82,50k (при f =!~О). 
d=8,25k ( при ~=-

1 
) 

k 10 
и 

а2 
d =0 34-, k (28) 
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(заметим, что эти опорные точки находятся около фор.1\!а.'!ЬНЫХ сингуляр-
k2 а k2 а 

ностей метрики х=-+-в области Ших=----, x=-k-a 
а 2 а 2 

в области 1). 
р~ 

Теперь вычисл·им плотность энергии Е = S (энергия на единицу 

площади 1в плоскости х 1х2 ) для отдельных опорных точек (27), (28). 
В силу ·(19), (10), (23), (24) и (25) получим в случае, когда опор

ная точка наход·И'ГСЯ в области 1 (d<-a), 
при 

d = -82 50 k (_!!:__ = - 1
-) 

' k 100 
ахЕ = -8,80-10-2 (29) 

и при 

d = - 8,25 k (_!!:__ = -
1 

) 
k 10 

ахЕ =-0,65. (30) 

В случае, когда опорная точка находится в об.1асти 11 

(! d 1 < а), 
при 

d = О 0034 а (_!!:__ = -
1
-) 

' k 100 

ахЕ = 0,06-10-В (31) 
н при 

d = 0,034 а (_!!:__ = -
1
-) 

k 10 

ахЕ = 0,06-10- 4• (32) 

В случае, когда опорная точка находится в области 111 

(d>a), 
при 

d = 82,50 k ( а -
1 

) k-Wo 
ахЕ=9,02-1О-2 (33) 

и при 

d = 8 25 k ( .!!__ = -
1 

) 
' k 10 

ахЕ = 0,73. (34) 

а 1 
Мы видели, что в случае - = - абсолютные значения энергии ста-

k 10 
а 1 

новя'Гся большими, чем в случае - =--(ер. (29), (31), (33) с (30), 
k 100 

а 1 
(32) и (34)). Это очевидно, потому что в случае k =10 волны сильнее, 

чем в случае : 1 ~0 Мы видели также, что S ле~о·У -gdx=J=O для 
а 
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-а 

опорной точки, находящейся в области 1, и J Л0~о·l/ -gdx=l=O для 
-оо 

опорной точки, находящейся в области 111. Это ~показывает, что об
ласть l «1кр•ивая» •по отношению к области 111 и, наоборот, область lll 
«кри·вая» 1по отношению к области l (неюмотря на то, что обе области l 
и 111 ~плоск·ие). Бели рассмотрим две •системы нор1мальных координа, 
(ом., например, (З]) К1 и Кш в области l и lll соответс'ГВенно, то уви
дим, что в общем прямые в Кт (их уравнения имеют вид Xi=Uis+xio, 
где ui, xio -mостоюrные и s - дл·и•на прямого) преобразую11ся в юривые 
(их уравнения нелинейны) при переходе из К1 в Кш. 

Интересно, что для опорных точек, находящихся в области I, отно
сительная энергия отрицательна, а для о:порных точек, ·находящих1ся в 

области III, относительная энергия положительна. Это •показывает отно
сительность энергии гравитап:ионного 1Поля: знак и значение энергии 

гравrитационного 111оля оказыrваются относитель1Ными, т. е . за·в·исящими 

от о.парных точек Х'. ПолучеНlные результаты показывают, что с одина
ковым ос·нованием IМЫ можем ·считать энергию гравитационного nоля и 

положительной и отрицательной. 
Автор глубоко признателен профессору Я . П. Терлеuкому за вни

мание и интерес 1к ~работе и Ю. А. Рылову за постановку задачrи, помощь 
и ц~нные обсуждения. 
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