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Н ЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ДВИЖЕНИЯ БЫСТРЫХ ЗАРЯЖЕННЫХ 
ЧАСТИЦ В ВИНТОВЫХ ТОРОИДАЛЬНЫХ МАГНИТНЫХ ПОЛЯХ 

Рассматриваются тороидальные винтовые поля, для быстрых частиц методами 
усреднения построена нелинейная теория движения с учетом тороидальных искаже· 
ний. Получены формулы, определяю!Щlе параметры жестко фокусирующей системы и 
системы канализации частиц, построенных на базе винтового поля . 

В работе Ul] изучалось д,вижение заряженной части~цы 1JЗ прямом 
винто1Вом ·магнитном поле, предJполагалось, что скорость ча,стицы в 

ооновном напраазлеrна по оси •Винтовой симметрии поля. Была ус1'анов­
лена возможность удержа'ния час1'ицы ви~н1'овым полем. 

В .предлагаемой работе раосма11р,и~ваются винтОJвые поля, оверну­
тые 1В тор, ·Средний ~радиус которого R IМ'Ного больше радиуса попереч­
ного сечения ао; шаг •винтового rполя L ~П'редполагае11ся большим радиу­
са ао. Методами усреднения построены адиабатические инварианты, 
опи•сывающие rнелиней1ные колебателнные движения, аналог.wч~ные бета­
тронным колебан•иям. Ура1внения, описывающие эти колебания, линеа­
ризооа~ны для малых ам1Плитуд колеб.аний и для их частот получены 
формулы, 1С помощью которых найдены основные линей~ные резонансы 
системы. В ·Статье ра•сомотрено движение частицы в винтовом торо­
идалЬ'ном поле при наличии заворачи:вающего поля и без него. Полу­
чены необходимые соотношения, ·связывающие параметры системы: 
радиус ,поперечного 1сече~ния тора ао, •сред1ний радиус 11ора R, шаг 1Вин10-
вого поля L, •величину виrнтоваго поля Н и за1ворачивающего поля Но. 

Ви1Нтовым wроидальны1м полям 1поовящено м1наrо работ, 1В которых 
подробно иоследована ~сложная геометри~чеокая структура этих полей 
и ·свойства, позволяющие рассматри'Ва1'ь •ИХ .как ловушки заряженных 
частиц (•в •книгах, 1На,при~мер, (2), можно найти mодробную библиогра­
фию). Мы предлагаем использовать винтовые ·поля для другой цели: 
для удержа~ния быст,рых частиц, движущиХ<ся вблизи осевой линии 
тора. Это определяет требова,ние L>ao; я отпадает необходимость 
знать структуру магнитных поверхностей поля. 

В1Ведем координаты, а, х. qJ: а и х - полярные координаты в попе­
речном •Сечении тора, у1гол ер азиму1'альный угол, от.считЬ!lвается по дуге 
окружности радиуса R. Подробно раосмотрим вИ1нтовые поля, /Возрас­
тающие Л'инейно по а, они mозволяют наиболее эффек1'ивно осущест­
вить фокус.ироВ1ку частиц. Используемый метод ттозво:1яет аналогично 
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раесмотреть 1случай нелинейноrо :возраста1ния .поля по а; для ~сравнения 
приведены результаты, относящиеся к этому случаю. 

1. Выво д ура1Внений д•вижения. Оснавная гармоника по­
тенциала 2-заходного тороидаль~ного .винтового ооля предста1вляе11ся 
формулой [2] 

Фо=(l- 2~ cosx)12 (n~ )sin(2x-mp). (1) 

Возьмем только первый член разложения фу~нюций Беоселя f 2 мнимото 
аргумента, малость добавки определяется малостью отношения 

( :r.~~ )2 =81 и быстротой .сходимости ряда для /2. Компоненты винтово-
го поля вместе с заворачивающим полем Но с учетом возмущений по-

ао 
рядка 82 = R , вызванных тороидальностью поля, будут иметь вид 

На= Нр sln (2х- n<J>)( 1 -+ 82pcos Х) +Но slnx, 

н; = Нр [ cos (2х - пер)-+ 82Р (2 cos х cos (2х - пер)- sln (2х - пер)) J + 
+ Н0 cosx, (2) 

Hrp = - Нр2 :n:ao со:. (2х - пер), 
L 

2л: п 
где cr0p =а, п- число периодов винтового поля на торе L = R. 

В систему уравнений движения 
~ 

dv = _е_[;Н] 
dt ст 

(3) 

введем следующие переменные и обозначения: v 1- = Va2 + (crx)2
, v = 

= V R2~2 + v}_ - полная скорость частицы, т- релятивистская масса, 
е- заряд электрона, в плоскости (а, х); введем переменные v _l, а, где 

-+ 
а - угол, образованный вектором скорости v 1- с направлением Х = О. 

v2 

Тогда уравнение (3) с точностью до членов порядка ~ запишется в виде 
v 

VJ_a = - Нх sin (а- Х) + Hacos (а -x)--Hrp- - Rep2 sin а, · еи [ V_l ] • 

~ v 

v.l = ~ [-Нх cos (а-х) +На sin (a-x)J + R~2 cos а, 
ст 

а= V _l COS (а - 'Х), CJX = V1 Sin (а - Х), (4) 

.. ev [ а ах ] Rcp=- -Нх--На . 
ет v v 

Быстрая частица, т. е. частица, скорость которой 1В основном на­
v _l 

правлена вдоль оси винтооой симметрии поля (следовательно: - « 1), 
v 

пролетая последовательно периоды •винтового поля, оказывается в поле 

быстро вращающейся силы. Быстрота вращения ·силы означает, что за 
время одного оборота поля частица •Совершает некоторые быстрые дви­
жения, амплитуда которых много меньше ·по.переч.ных размеров каме-
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ры. Величина этой вращающейся 1силы зависит от а, ,поэтому она вызо­
вет медленное систематическое дв'Ижение частицы (д1рейф), которое 
аналоr~ично бетатронным ~колебаниям в ~сильнофокусирующем ускори­
теле. 

Бстес№енным ~методом построения 1Нелинейной теории движения 
частиц в таких полях будет усред.нение действия этих быстроперемен­
ных сил. Изложенные ·Соображения относительно •выбора параметров 
системы определяют ма.'Iостъ безразмерного параметра 

i:;- . -а evH ( L )2 ( L )2 
- ста0 2:n:v - 2:n:v • 

(5) 

Для дальнейшего удобно ввести новые ·переменные: угол '\J =2х-тср, 
имеющий смысл фазы :поля в точке, где 1находит-ся частица; угол 

v2:n: 
0='\J+a-x; безразмерное время 't = t - , имеющее смысл угла поВ')-

L 
рота поля ~вдоль траектории част.ицы. Дифференцирование по 't будем 
обозначать ~нулем вверху, безразмерную скорость w ~по формуле v .l = 
= 11 ai:; waop; обозначим 

L2 
6=----­

e(2:n:)2 Ra0 

Но 

н 

В 1новых .перемен~ных система (4) запише11ся в удобном для усред­
нения виде: 

WB = - W + Sin 0 + БW2 Sin (0 - '\jJ) + Б2 _f__ [- 2 COS "f. COS 0- Sin 'ljJ COS а] + 
4 

+ Б·Б12р2w cos'ljJ- 6 siп а+~ р [sin 8 + sin 'lj>cos(a - Х)], 
р 3 

~ = - cos 8- i:;w
2 cos (8- 'Ф) + i:;2 L [2 cos х cos 8- sin 'Ф sin а]+ 

4 

COS а Б1 + 6--+ -р [-cos8 + sin'lj>sin(a-x)J, 
р 3 

о о 

'Ф = - 1 + i:;2w sin (8-'ljJ), р = i:;pw cos (8 - 'lji), 

Х = БW sin (8- 'ljJ), ~
0 

= 2Б2Б2 V6;pw. 

(6) 

В си·стеме удобно оставить также урав·нения для х. Члены порядка 

0 ( v}_ ) :::::: i:;2i:;1 опущены. В системе (6) ·Переменные 8, W И '\J будем Ha-
v2 

зывать быстрыми, в отличие от них р и х - медленными, так как их 

производные имеют порядок Б. Из последнего уравнения следует, что 

величина 
0

~ имеет весьма 1Высокий ~порядок ~малости (--i:;
3
), т. е. ~ со­

храняется 1в ,пер·вых mриближениях. Это 1Позволяет разделить движения, 
считая движение .по ази~муту ра!вномерным 1С 1большой точностью. От-

' сюда следует также, что в первых приближениях нет обмена энергией 
между поперечным и •продолыным движением. 

2. У ·среднение си ·стемы (6). Вырожденная система 

~ = - 1, ё = - 1 + siп 6 
' ~ = - cos 8 

w 
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1 
опи,сывает дВtижение части~цы 1в поле вращающейся силы, постоя1нца по 

величине и имеет интегралы р и Ф: 

р = w2 -2wsin8 

arc в для р >О 
Ф = в - 'Ф - sin cos . 

Arc V 1 + Р для р <О . 
(7) 

Интегралы р и Ф вместе ·с медленными переменныМ'и р и х iВЫберем в 
качестве новых mеременных. Интегралы р и Ф, 1оохраняясь вдоль инте­
гральных кривых вырожденной системы, будут медленно изменятыся 
вдоль траекторий системы (6). Та1ки1м образом, •Система (6) будет •све­
дена .по методу .работы 1[3] 1К ·системе медленных дJвижений, для которых 
построена 1Полная асим1птотическая теория в юниге [4]. 

Для того чтобы 'ВЫПОЛ1нить такую замену , продифференцируем 
формулы (7), и в силу системы (6) получим 

о др о др о 

р-:-w+-в, 
дw де 

О еф О дФ О 

Ф=-w+-в, 
дw де 

(8) 

где 

др др - = 2w - 2 sin в, - = - 2w cos 8 
дw де ' 

дФ , -,/ p+sin2 e 
- - = -r W-----
дe - 1 +Р ' 

дФ cos е 

дw 1 + р 
Усреднение •Совершае11ся при постоя•нных р, Ф, р, х. т. е. вдоль инте­
гральных ·кривых .вырожденной юиrстемы. Не rприводя громоздких вы­
кладок, ·связанных •С усреднением, заrпишем у,среднен1ную систему, со­

хранив для переменных те же обозначения. 

р = 8р Vl + рсоsФ, Х = 8 Vl + psinФ, 

р = -82Vl+p(2+81p 2 +p)cosФ+2б Vl+P 
р 

фо р - е1р2 . ф ~ sin (Ф + Х) =-8 SШ -u . 
-,/Т-FР р у!+ р 

cos (Ф+ х). 

(9) 

3. И с •с л ед о ван и е у средне н ной •с и стемы (9) при 
81=0(8) и б=0(82). В этом случае члены, пр•опорциональные 81 и б, 
можно не раосматривать в пер1вом ~приближении. 

Подробно опишем 1Процеос движения для этого случая, чтобы в 
далынейшем изучать !Возмущения этого процеоса. 

Получим интегралы усредненной системы 

р = 8р V 1 + р cos Ф, х = 8V1 + р sin Ф, 

р = -82Vl + р(2 + р)соsФ, 
Ф = 8 -р sinФ, 

yl+p 

(10) 
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которые н азываютс11: адиабатическими инвариантами: 

(2 + р) р2 = Л, s in2 Фp2 (р 2 -Л) =у. ( 1 1) 

Ка.к это -следует из инварианта у, и~нтегралыные кривые на mлоскости 

р2Ф будут п~редста:влять д~ва семейс11ва ~вложенных д'руг в друга выпук-
:n: л :n: л 

лых гладких фигур, содержащих точки - , - и -- , - . Эти тач1ки 
2 2 2 2 

:n: 
являются особыми тачками типа ~Центр, так что вблизи точек Ф = ± 2; 

л 
р2 = - ; р=О •СИJстема (10) дапу~скает линеаризацию и лере;менные р2 , 

2 
л . 

р и Ф совершают гармонические колебания вида р2 =- +Лcos(2'te+~) 
2 

малой амплитуды Л. Частота этих колебаний Q не зависит от Л, а значит 
и от начальных условий, и определяется лишь параметрами системы 

eHL 
Q=--- ( 12) 

Бели ·переменные р2 , р, Ф являются колебательными переменными, 
то х - в1ращательная перемен·ная в том же m.риобл1ижении 

Х = Б't' +Х· ( 13) 

С ро·стом s1ремени угол х возрастает ли1Нейно. За то время, ко.гда угол х 
совершит полный оборот, р 2 закончит два .периода колебаний. Та~шм 
образом ~получается четкая ~картина дJвижения •В аюпереч.1!.Ом сечении 

тора: 11Jа1стица медленно перемещае"Гся по ~кругу радиуса{ i• и на этой 
окружности укладываюкя д:ва периода малых rармоничесыих колеба­
ний, •кроме того, частИJца ·совершает быстрые движения с частотой вра­
щения •поля в е-окрес11ности траектории медлеНJного движения. Величи­
ны 'И'Н1вариа1нrов Л и у определя~ют.ся через 1начальные параметры 
ча·стwцы,, поэтому 1моЖ!но, требуя, чтобы Э1'И движения со1вершали~сь в 
пределах камеры, получить ог.раничения на начальные параметры 

частиц. 

Если частота колебаний Q = ·kffi, где k - целое число, ffi - частота 
обращения, то малое возмущение <поля может ~вызвать ра•скачива1ние 
колебаний и убывание ·ин1варианта у, ·в результате чего колеба1ния ста­
нут нелинейны:м•и. Однако ~в линейном приближении будем иметь дело 
с ос~новным линей~ным резана·нсом . Для ТОIГО чтобы избежать резонанса, 
необходимо 1Поддерживать поле •с точностью ЛН, 1кюrорая оп·ределяется 
формулой 

eL 
ЛН·---=w. (14) 

Картина движения частицы ·В п-заходном, п~З винтовом поле бу.дет 
похожей. Сущес11венное отличие 1сос11оит в том, ч110 1не толь·ко •радиус 
окружности медленного движения зави~сит от Л, но ·и частота Q также. 
Поэтому в·сегда .найдутся частицы, •Которые попадут в резонанс, но они 
выйдут из ~него, iПерейдя на окружность большего радиу·са. Таким обра­
зом, будут существовать «резонансные кольца»; частица, попавшая в 
такое кольцо, ~оказывается вбл_из·и резонанса и переходит на -более да­
лекий от центра уровень. 
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Асю.штотическая теория [З] •И [4] гарантирует близость истинного 
решения и решения у1сре.дненной системы на конечном rчисле медлен­

ных ци•клов. 

4 : Учет ·влияния 1п :ро ·доль •ного ~поля H r.p в си ·сте 1ме(9). 
Возмущение порядка с: 1 , т. е. влия•ние .продолыного поля, мож·но учесть 
путем .введения параметра с: 1 1в адиа~батичеокие 1инва:рианты 

sin2 Ф (~. - р 2) р2 
( 1 + ;1 р2) = у, ( 15) 

р2 (р + 2) = "л - -2. р4. 
2 

Это ~приведет •К некоторому иакажению картины движения, описаН1ной 
в 3. В линейн0tм приближении мож1но учесть в ·системе (9) малые воз­
мущения 1J1орядка с: 1 ·Сле;дующим образом . Ввес11и инварианты Л и у 
в >еи•стему (9) в качестве медленных переменных и усреднить влияние 
возмущений 111орядка с: 1 вдоль интегральных ·.кривых ·системы (.10). Пе­
ременные р2, Ф и р ·совершают гармонические ·1<олеба1ния, ч110 приво­
дит к нулевому результату, т. е. 1В ·среднем •комш:rnент винтового поля 

Hr.p не влияет на движение ча•СТИIЦ. 
5. Влияние тороидального искривления поля. 

В 111равых ча•стях •системы уравнений (6) содержатся члены nоряд:ка 
cre В 

Е2= R . результате у·~реДJНения этих членов и членов --с: 1 получился 

нуль, этим ,доказано, что если радиус тора достаточно вели~к, Е2 имеет 

одинаковый с с: .порядок tМалос11и или >более высокий, то тороидальные 
возмущения ·самого винтового поля не оказывают влия!НИЯ на у.сред­

нен.ное движение. Но тороидальное иокри·вление описывае'Гся 1В системе 
(9) еще членами порядка б. Выбрав завора:чИJвающее поле из условия 

L2 
Н0 =Н , 

e(2:n:)2 Ra0 

(16) 

добьемся обращения в нуль членов порядка 6. 
Итак, если заворачивающее поле выбрано по формуле (16), радиус 

R бо б ~ 
тора ограничен снизу тре ванием, что ы отношение с:2 = -- по поряд· 

R 

ку величины было равно с: ( ~ -<" 8). 
В случае отсутствия заворачивающего поля приходится в основном 

увеличением R добиваться малости 6 = ~ (-L-) 2
, так как 8 1 =( :n:cro )

2 

гR 2:n:cr0 . L 
6 

также подчиняется условию 8 1 < 1. Введем 61 = - и рассмотрим систе­
е 

му (10), возмущенную членами порядка 

р' = р Vl + рсоsФ, r..' = Vl + psinФ, 
р' = -2 Vl + р(2+р)соsФ + 61 ~ Vl + рсоs(Ф + 'Х), 

р 

Ф'= -р sinФ-61 sin(~+x) (17) 
.,fт+Р pyI+p 

где штрих 031на·чает дифферен~ци•рование •по c:-r. 

Для малых ·линейных колебаний вблизи окруж•ности р2 = + i!\ЮЖНО 
учесть :влияние IВОЗ'Мущений парящка 61. Раосматривая ·интегралы Л и у 
как новые медленные переменные, а р, х, р, Ф как быс11рые, совершим 
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в систе.ме ( 17) замену ~пере енных и для Л. и у получим систему мед-
ленных движений. Выпишем толыко ура~внение для '}., . 

Л' = ал р' + д'Л р' = б12Р vт+/J cos (Ф + Х)-
др др 

( 18) 

У·сред:няя .правую ча·сть вдоль кривых ·системы (10) ( ·см. 4), 1полу~чим 
нуль, та'К .как х - вращателыная mеременная x=e't+xo. А'Налогично 
мож•но показать, что будет сохраняться 1В ·среднем и инвариант у. Тем 
самЫlм д:оказано, ~что •возможна жесткая фоку.сиронка тороидальным 
волновым полем без заворачивающего поля, если параме11ры системы 
ПОДЧИIНЯЮТСЯ УСЛОВИЮ 

б1<1, т. е. -
1 ~(-L-)2 < 1. (19) 
е2 R. 2:rtc:ro 

На основании lflолученных резуль1'аrов IМОЖ'НО предложить навую канст­
рукцию для ка1нализации заряженных частиц, «Маlflни11ный шланг», 
оснаван1ный на использовании ВИIНтовых 1полей. В ви~нтовом поле могут 
перемещаться быстрые частицы широкого диапазона скоростей, необ­
ходимо толыко, чтобы ·сохраняла•сь малость параметра е. С nомощью 
адиабатичеоких инварианrов Л. и у, учитывая характерист.и·ки истачни­
ка частиц, можно выбиrрать параметры системы 'С тем, чrобы потери 
частиц ~были МИ!НИМ альны. «Маmитный шланг», т. е. камеру с .винтовым 
полем, мотно изгибать произвольно, необходимо ТОЛЬ'КО, чтобы радиус 
изгибания не был слишком 1ал, он должен подчи~няться условию (19). 

Особенно эффектив1но можно использовать nредложенные системы 
для канализации леnких частиц (электранов), та1к как ~будет достаточ­
но слабых ~полей и небольших юков. Для нерелятивистоких электронов 
такие ·системы ~могут быть доволыно 1комш11к11ными: ~поперечник --1 мм, 
шаг винтового ~поля ,_ 1 см, радиу·с искривления --1 м. 

Для частиц большой энергии ~нужны большие винтовые поля, и без 
заворачивающего поля ра.диус тора будет ~весьма велик. О.днородное 
заворачи1Вающее mоле •в•ну11ри тороидальной камеры ~может быть обра­
зо.вано проводами, уложенными вдоль ка•меры с радиусом поперечного 

сечения Го так, чтобы ттло11ность тока имела вид i = io1oos х. Окаляр•ный 
io2:rt • В 

потенциал такого поля равен ~- г sш Х· еличина заворачивающего 
СГо 

поля может регул•иро~аться .путем изменения го, таки~м путем можно 

построить магнитный •канал с переменным радиусом 1кривиз1ны R. Как 
вид;но из формулы ( 16), Го изменяется 1J1ропорцианально R. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Ха пае в М. М. «Журн. ядерной физики», 1, вып. 2, ·1965. 
2. Мор о зов А. И" С о л о в ь ев Л. С. Вопросы теории плаз~1ы. Под ред. М. А. Ле­

онтовича, вып. 2. М" Госатомиздат, 1963. 
3. В о л о с о в В. М. «Усп. матем. наук», 18, вып. 6(108), 3-126, 1962. 
4. Б оголюбов Н. Н" Ми троп о ль с кий Ю. А. Асимптотические методы в 

теории нелинейных колебаний. М" Физматгиз, 1963. 
5. К о л о м е н с к и й А. А., Л е б еде в А. И . Теория циклических ускорителей. М" 

Физматгиз, 11962. 

Поступила в редакцию 
15. 12 1964 г. 

Кафедра 
математики 


