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В . А. К Р А С Н И К О В 

К УРАВН ЕНИЯМ ГИДРОДИНАМИКИ КЛАССИЧЕСКОй 

МНОГОКОМПОН ЕНТНОЙ С ИСТЕМЫ 

С помощью разложения по малому параметру получены на основе классической 
статистнческой механики уравнения гидродинамики многокомпонентной идеальной 
жидкости. 

В !Настоящей статье получены 1на основе классической механики 
совокупности частиц уравнений гидродинамики для многокомпонен'I'ных 
систем. Ограничим·ся п.риближением идеальной жидкости. Для одно-
1<ом1понffiiтных 1<лаюсичеоких ·систем этот вопрос иоследовался в рабо
тах [1 ] и {2] и для ~к.вантовых - ,в {3, 4]. Случай м•ноrо1<омпонен'I'ной си
стемы другим методом иоследовался в работе {5]. 

Рассмотрим макроскопическую систему, частицы которой принадле
жат М различным сортам и взаимодействие между которыми осуществ
ляется через центральные силы с потенциалом Фа,а, (! q - q' !)* . Введем функ
ции распределения Fa, ... a

5 
(t, q1 ••. q", р1 ..• р5 ), для которых в [6] было 

получено асимптотическое уравнение 

дt 
-[Н - й1 · · · аs' 

+ (1) 

где •Квадратные ·скобки обозна·чают •скобки Пуассона, гамильтониан 
изолирова~ннаго ком1Плек·са из s-молекул 1равен 

На, ... а = ~ { ..lEJ.:.+ua.(t,q)}+-1 ~ Фa .a.(iq-q'!), 
s ~ 2ma · ' 2 ~ ' J 

1.;;i.;;s 1 1.;;ц.;;s 

{)а; (t, q)-потенциал внешнего поля, а vas+ i - объем на одну частицу сорта 

as+I (а5 = 1, 2 ... М). 

* Под знаком функциональной зависимости мы не ставим стрелки над векторны
ми величинами . 
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Уравнения гидродинами:ки nrредставляют собой уравнения эволю
ции во в реме.ни средней 1пло11ности na

1 
(t, q), ,средней ма1осО1Вой скорости 

' V(t, q) и ·средней энергии n(t, q), в(t, q), которые определяются сле-
дующим образом: 

. 1 s -+ 
па, (t, q) = - Fa, (t, q, р) dp, 

va, 
(2) 

Va(t, q) = -1 ~-1- s paFa,(t, q, p)dp, 
р ~ va, 

(3) 

I L 1 ~· -->-->-+ +-
2 

v v Фa,a,Fa,a,(t, q, q', р, p')dpdp' dq', 
а 1 а2 

(4) 

Здесь в (t, q) - средняя внутренняя энергия на одну частицу. 

Перейдем 1к вычислению произ1водных -по 'Времени от этих величин. 
Прежде всего .из (2) и (1) nолучим 

дп~. (t, р) = ~ 
дt ~ 

(5) 
а 

где мы воспользовались равенством 

__ а_,а_, а , а, dp = О S 
дФ дF __. 

дqа дра 

и выражением для диффузионных потоков 

z~.(t, q) = -
1
- S (pa-ma.Va) Fa, (t, q, p)dp. 

va, 
(6) 

Дифференцируя .по времени (3), с учетом ( 1) ~получим 

д(рVа) = - L 1 ~-д- 5 а f'JF d-+ + 
дt т v д f'J р р а, р 

а, а1 q 
а, f'J 

+ ~ __ 1 _ ~ s ра дФ а,а, дF а,а, dp dp' dq'. 
~ va,va, """""' дqf" дрf" 
а,,а, f'J 

Интегрируя по частям, лолучим 

д (pVa) --:- - '\""1 1 ~ _a_ s papf'JF dp - ~ дИа, па -
дt ~ ma,va, ~ дqf" а, ~ дqа ' 

а, f'J а1 



Удобно ввести новую величину: 

Da,a, (t, q, q' -q) = и -: S Fa,a, (t, q, q', р, р') dp dp' = Da,a, (t, q', q-q'). 
а1 а! 

Здесь мы воапользовались свойством симметрии ф)ЛНlкции распределе
ния относительно однов.реме~нной ~перемены сразу ~всех индек·сов 

д(рVа) --~ 1 ~-д-s а f!,f i-+- ~ дИа, п -
дt - .l..J т v 2.J д fj р р а, р 2.J д а а, 

а, а, q q 
~ fj ~ 

-+LS {Da,a, (t, q, q' -q') + Da,a, (t, q'q-q'). 

д(пе) 
Получим выражение для -- . Из (4) и (1) с учетом (3) следует 

дi 

(7) 

д (пе) =L*.-LS IP-тa,v12 ( дИа, дFа, ра дFа, ) --> 

2та, 
-------- dp+ 

дt дqа дра та, дqа 
а, а 

+L 1 LS 1р-та,V12 дФа,а, дFа,а, .......... ..... 
2va,.va, та, дqа дра 

dpdp' dq' -

а 

ф Р а,а, + _Р_ а,а, dp dp' dq'. L 1 s L ( а дF ra дF ) 4 -+ --> 
- 2 а,а, -та, а а va, Va, дq та, дq' 

а1..а1 а 

Интегрируя по частям, пос.11е некоторых преобразований получим 

д(пе) = _ ~-1- ~ 1а дИа, _ 
дf .l..J та, .l..J а, дqа 

а, а 

-~-*.-L а:а S 
а, а 

(8) 

Введем величину; 

G~1a,(t, q, q' -q) = ___ \ pafa,a,(t, q, q', р, p')dpdp'. 
va. Va2 J 

Тогда (8) примет вид 

д(пе) ~ 1 ~ а дИа ~ 1 ~ д s 
дt --.l..J та, .l..Jfa, дqа' - .l..J та,vа, .l..J дра 

4 

pafa
1
dp-

а, а а, а 
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{+ G~,a. (t, q, q' - q) + 
а, 

+ --d-G~2a1 (t, q', q-q') - уа. (Da,a
2 
(t, q, q' -q) + Da,a, (t, q', q -q')-

a, 

Перейдем нелюсредстsенно к .получению уравнений гидродинамиюf. 
Рассматриваемые в гидродина•мике оред1Ние ти1па 

1 s ? Ша, (t, q) = -v- Аа, (q, Р) Fa, (t, q, Р) dp, 
а, 

( 10) 

~a,a,(t , q, q' -q)= v \ 5вa,a2 (q,q',p,p')Fa,a2 (t,q,q',p,p')dpdp', 
й1 й1 

а также внешнее поле Иа, (t, q) ~меняются достаточно медленно при 
просrранственных и временных 1'рансляциях t-+t+ Т и q-+q+l, где l и 
Т - длина свободного пробега и ~время релаксации ·соответственно. 
Предположим, что величины типа (10), к которым принадлежат и вве
денные ранее функции Da,a, (t, q, q'-q) и G ~.а, (t, q, q'-q), достаточно 
мало отклоняются от соответствующих локалыно-равновеоных зна-чений: 

~а1 ( ••• na.(t,q) ... , 8(t,q), V(t,q)), 
' и 

~a,a,(q'-q l ... na.(t,q) ... , 8(t,q), V(t,q)), 
' 

(11) 

причем тем меньше, чем меньше градиенты па, (t, q), 8(t, q), Иа, (t, q) 
? 

и V (t, q) . Заметим, что последние величины определяются в соответствии 
с (2), (3) и (4), в которых взяты локально-равновесные функции распре
деления. 

Для математической формулировки сделанных допущений удобно 
ввести малый пара1метр µ. Тогда средние рассматриваемого типа и 
внешнее mоле мож1но предсrавить ·в виде 

где 

Ша, (t, q) = Ша, (t', ~;µ), 

~а1а1 (f, q, R) = ~а1а1 (t', ~. R; µ), 

Иа, (t, q) = Ua, (t', ~), 

-+ -+ -+ -+ __. 
,; = µt, ~ = µq и R = q' - q. 

(12) 

Предельный ~Переход µ-+О приводит к состоянию статистического 
равновесия. Допущение о слабом отклонении от .'!0 1 ального статисти
ческого равновесия выразится в виде 

- . - -(0) -(l) 2 
Ша, (t', ~. µ) - Иа, (t', ~)+µ~а, (t', ~) + µ · · · 

- -(0) -101 
~а1а1 (t', ~. R; µ) = ~а,а, (t', ~. R) + µВа,а, (t', ~. R) + µ2 (13) 

Здесь первый член соответствует локальному равновесию, второй пред

ставляет линейную форму по градиентам п-:" 8, V, Ua, и т. д. 
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В ~новых ~переменных уравнения (5), (7) и (9) IП'римут ~Вид 

д ;:(а ~ д (;;~:а) - ~ дд~а~' ' ma,~=-ma,~ ~ "' ( 14) 

а а 

+.Da.a, ('t, s-µ R, R)} d R' (15) 

д <;}) = - ~ т1а, ~ J~, :~:· - ~ ~ та, va, д:а Х 
а1 а а1 а 

х s 1 Р - та, v 12 ра F dp - ~ _1 _ ~ д 'j//3 s (ра - та, va) х 
2та а, ~ 2µ. ~ д~а 

1 а, а./3 

Рассмотрим входящую в (15) и (16) величину 

-э-

в подынтегральное выражение входит быстро убывающая при 1~1 --+ оо 

дФаа - -э-
ВеЛИЧИНа 1 2 и функция Da а ('t, s, R) с точностью до µ четная по R. 

дR.а 1 2 

-+ 

Тогда, проводя в соответствии с (13) разложение по степеням µR, полу-
чим 

Точно также будем иметь 
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dR+ 

+ L '\"1 _1_ '\"1 5 дФ а,а, Rf'> RY 
2 ~ та,~ дRа 

а,,а, [>,,у 

Подставляя полученные •разложения в (15) и (16) 
члены порядка µ и выше, найде'М 

где 

и 

af!a, = - '\"1 д (na, va) 
дт: ;t.J а~а 

а(п~ 

дт: 

а 

- 4 1 ~ х (ра-та, Vll)Fa, dp +2 
а1 а2 

х Rll ''dR-- V а<0)а~а ~ 1 ~ ~-aS 
д~~ 2 

а1 .а2 а,13 

та, 

дФа,а2 
дRа 

~ s 
дФа,а, 

дRа 
а.1\ 

-(О) 

R f'> дDа,а, 

a~f'> 

-+ ~ т~, ~ а:а S Ф~~~.G~,а, d R · 
а1, az а 

и отбрасывая 

( 17) 

( 18) 

)( 

~ 

dR-

( 19) 

Заметим, что разложения по µ диффузионных потоков (6) не содержат 
нулевых членов, так как в противном случае в состоянии статистического 

равновесия имели бы место диссипативные процессы диффузии. 
~ ~ -7 

ПроиЗ1Ведем в (19) и (.18) замену p-+p-maV. Поакольку в состоя
нии 0стати0стичеокого .равновесия фу1R1щия ~распределения является чет
·ной функцией импуль·са, а ·средние раооматриваемого типа должны 
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- 4 
быть инвариантны относителыно замены R--+--R и так как в ·равновес-
ном случае: 

(0)-а _ -а -(О) - -Ga,a, (t, s, R) - та, V Da,a, (R \ ... па, ... 0), 

то (19) и (18) примут вид 

а, 

а, 

(20) 

(21) 

Нетрудно показать, что Р ( ... n
01 

... ,О) является обычным термодина
мическим давлениЕ'м. Для этого надо убедиться в справедливости соот
ношения: 

р = _ д(NF) = __ 1_ д(NF) 1 = __ 1_/ дНЛ. ,. '\_' 
дV V д/.., i..= I V '\._ д')., i..=l / 

где F - свободная энергия на одну частицу, Л,- параметр одномерно
го «расширения» системы (qa ~ 'Лqа, qr> ~ qfJ при а*М, скобки означают 
каноническое усреднение по «нерастянутому» фазовому пространству. 

Тогда соответствующий гамильтониан будет иметь вид 

N ( а)2 
Н;.. = L 2~а [ Р~2 +~(Pr)2J++LФaiai(lri-ri/) 

i=I t a:;o=r> i, j 

и после несложных вычислений получим 

- - -- 2:rt ~ - - 5 ' Р( ... па; ... 0) = 0п- -
3
- ~ па, па, Фа,а, ga,a, х 

х ( 1 R \, ... na . .. . , 0) R3 dR, 
' 

(22) 

где g а,а, - двухчастичная корреляционная функция. Это хq_рошо извест
ное уравнение состояния. 

Нетрудно ~свести (21) к уравнению для энтропии. Для этого удобно 
вместо переменных ;,ai {t, 6) в ка~честве новых переменных взять полное 

число частиц в еди1нице объема n(-r:, 6) и канцентра!ЦИИ Са .(са · =па;)· 
' ' п 

Посколыку 1в принятом приближении диффузия отсут.ствует, то 
при движении элемента объема его ·состав не меняется, т. е. концент-
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рации остаю'I'ся постоянными ~параметрами и мы их не будем выписы
вать. Тогда можно на~писать 

dв (п, 0) = 8 ds + _!__dn, в (п, 8) = F (п, 0)-0 ~ (23) 
п2 де . 

дF 
гдеs=---

де . 
Уравнение (21) с помощью (17) можно привести к виду 

п д~ (де+ ~ va де)+ (Р -n2 д~ )~ дvа =О. (24) 
д е дr: .l..J д6а д п .l..J д6а 

а а 

ае- - дs 
Из (23) следует, что -:::::- = е----::::-- и 

д .е де 

де -е д"S + р 
-:::::- - -:::- --:::::::--' и' ПО.'Jьзуясь 

д п дп п2 

опять ( 17), получим 

д~ ( де +~\!а д в ) + дs ( дn + '\1 va д 'п ') =о 
де дr: .l..J дsа дn дт ~ дsа 

а а 

или 

(25) 

Вернувши1сь в уравнениях ( 17), (20) и (25) 1к леременны:--1 t и q, 
получим совмесmо •С (22) хорошо извес1'ную систему гидродинамиче
ских уравнений идеальной жидкости. 

В заключание автор выражает искреннюю признательность акад. 
Н. Н. Боголюбову за постоянное внимание к работе, а также И. А. Квас
никову и В. Д. Кукину за ценное обсуждение. 
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